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Schadenreservierung:
Grundlagen und chain—-ladder

Am Ende eines Geschiftsjahres sind meist nicht alle Schiden, die in diesem
Geschiftsjahr eingetreten sind, abschlieBend reguliert; diese Schiden werden
als Spdtschdden bezeichnet. Spitschaden entstehen aus zwei Griinden:
Ein Schaden ist entstanden, aber noch nicht gemeldet (IBNR = incurred
but not reported).

—~  Ein Schaden ist gemeldet, aber die Hohe des Schadens lisst sich noch
nicht bestimmen; daher ist die fiir die Regulierung dieses Schadens gebil-
dete Finzelschadenreserve unter Umstanden nicht ausreichend (IBNER
= incurred but not enough reserved).

Das Problem der Spatschiden stellt sich grundsatzlich in allen Versicherungs-
zweigen, insbesondere aber in der Haftpflichtversicherung: Man denke etwa
an einen Konstruktionsfehler bei einer Briicke, der erst nach deren Einsturz
erkannt wird, oder an einen Personenschaden mit einem ungewissen Verlauf
der Heilung. In verschirfter Form stellt sich das Problem der Spitschiden
fiir den Riickversicherer bei einer Einzelschadenexzedenten—Riickversicherung,
weil ein Schaden dem Riickversicherer erst dann gemeldet wird, wenn zu er-
warten ist, dass die Schadenhohe die Prioritit iiberschreitet.

Zur Einhaltung seines Leistungsversprechens ist der Versicherer verpflichtet,
fiir die im abgelaufenen Geschaftsjahr entstandenen Spatschaden eine Reserve
zu bilden; diese Reserve ist im Grunde nichts anderes als eine Pramie fiir die
Selbstversicherung gegen Spatschiaden. Wie jede andere Pramie auch sollte die
Reserve im Interesse der Versicherten ausreichend sein; andererseits sollte sie
im Interesse der Allgemeinheit, der die Steuern aus Gewinnen zugute kommen,
nicht zu hoch bemessen sein.

Neben der Bestimmung der Reserve fiir das gerade abgelaufene Geschiiftsjahr
ist auch die Aktualisierung der Reserven fiir weiter zuriickliegende Geschifts-
jahre von Bedeutung. Wie wichtig die Bestimmung von Reserven ist, zeigt
sich auch daran, dass die Gesamtreserve, also die Summe der Reserven fiir
alle abgelaufenen Geschaftsjahre, die Pramieneinnahme eines Geschaftsjahres
tibersteigen kann.
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13.1 Abwicklungsdreiecke

Im folgenden nehmen wir an, dass die Geschéftsjahre mit den Kalenderjahren
iibereinstimmen; wir sprechen daher kurz von Jahren.

Jeder Schaden hat eine Geschichte:
Der Schaden entsteht in einem Anfallyahr.
~  Der Schaden wird dem Versicherer gemeldet.
Der Versicherer leistet erste Zahlungen und bildet fiir eventuell erforder-
liche weitere Zahlungen eine Einzelschadenreserve (case reserve).
~  Der Schaden wird abschliefilend reguliert.
Die Regulierung eines einzelnen Schadens, und damit erst recht die Regulie-
rung aller Schiiden aus einem Anfalljahr, kann sich iiber mehrere Abwicklungs-
jahre erstrecken.

Grundlage fiir die Bestimmung von Reserven fiir einen Bestand von Risiken
ist das Abwicklungsdreieck, in dem fiir jedes Anfalljahr und jedes Abwick-
lungsjahr

die Zahl der gemeldeten Schaden,

die Zahl der abschliefend regulierten Schéden,
~ die Summe aller geleisteten Zahlungen (paid), oder

der Schadenaufwand (incurred)
dargestellt wird; dabei ist der Schadenaufwand als die Summe aller geleisteten
Zahlungen zuziiglich der Einzelschadenreserven definiert. Das Abwicklungs-
dreieck kann Zuwichse oder Schadenstiande darstellen; dabei sind

Zuwichse inkrementelle Daten aus dem jeweiligen Anfalljahr und
~  Schadenstinde kumulative Daten, die sich durch Summation der Zuwiéch-

se aus dem jeweiligen und den vorangehenden Anfalljahren ergeben.
Zur Vereinfachung interpretieren wir die Daten eines Abwicklungsdreiecks in
diesem Kapitel als geleistete Zahlungen.

13.1.1 Beispiel (Abwicklungsdreieck fiir Zuwichse). Unmittelbar nach dem
Ende des Jahres 2005 liegt das folgende Abwicklungsdreieck fiir die fiir Schaden aus
den Anfalljahren 2000-2005 in den einzelnen Abwicklungsjahren geleisteten Zahlun-
gen (in Tausend Euro) vor:

Anfall- Abwicklungsjahr

jahr 2000 2001 2002 2003 2004 2005
2000 1001 854 568 565 347 148
2001 1113 990 671 648 422
2002 1265 1168 800 744
2003 1490 1383 1007
2004 1725 1536
2005 1889

Fiir Schiden aus dem Anfalljahr 2003 wurden also noch im selben Jahr 1.490.000 €
und in den folgenden Abwicklungsjahren 1.383.000 € bzw. 1.007.000 € gezahlt.
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Das Abwicklungsdreieck wird etwas aussagekriftiger, wenn die Abwicklungs-
jahre nicht als Kalenderjahre, sondern als Verzogerungen in Bezug auf die
Anfalljahre und damit als relative Abwicklungsjahre notiert werden:

13.1.2 Beispiel (Abwicklungsdreieck fiir Zuwichse). Durch den Ubergang
von absoluten zu relativen Abwicklungsjahren erhélt man das folgende Abwicklungs-
dreieck:

Anfall- Abwicklungsjahr k

jahr 0 1 2 3 4 5
2000 1001 854 568 565 347 148
2001 1113 990 671 648 422
2002 1265 1168 800 744

2003 1490 1383 1007

2004 1725 1536

2005 1889

Die im Jahr 2005 fiir die Anfalljahre 2000-2005 geleisteten Zahlungen sind jetzt auf
der Hauptdiagonalen dargestellt.

In dieser Form lisst das Abwicklungsdreieck erkennen, ob die bisher geleisteten
Zahlungen einen Trend in den Anfalljahren oder ein bestimmtes Muster in
den Abwicklungsjahren aufweisen. Daraus ergeben sich erste Hinweise auf die
Hohe der zukiinftigen Zahlungen und damit auf die erforderliche Reserve.

SchlieBlich ist es im Hinblick auf die mathematische Behandlung der Schaden-
reservierung von Vorteil, die Anfalljahre in gleicher Weise wie die Abwick-
lungsjahre und damit als relative Anfalljahre zu bezeichnen:

13.1.3 Beispiel (Abwicklungsdreieck fiir Zuwichse). Durch den Ubergang
von absoluten zu relativen Anfalljahren erhélt man das folgende Abwicklungsdreieck:

Anfall- Abwicklungsjahr k

jahr ¢ 0 1 2 3 4 5
0 1001 854 568 565 347 148
1 1113 990 671 648 422

2 1265 1168 800 744

3 1490 1383 1007

4 1725 1536

5 1889

Dieses Abwicklungsdreieck enthélt die Zahlungen in den relativen Abwicklungs-
jahren fiir die relativen Anfalljahre.

In dieser Darstellung bezeichnen wir 7 + k mit i,k € {0,1,...,5} als relatives
Kalenderjahr. Das relative Kalenderjahr ist auf jeder aufsteigenden Diagona-
len konstant.
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Durch Summation erhilt man aus einem Abwicklungsdreieck fiir Zuwichse
ein Abwicklungsdreieck fiir Schadenstinde:

13.1.4 Beispiel (Abwicklungsdreieck fiir Schadenstinde). Aus dem Abwick-
lungsdreieck fiir Zuwéchse ergibt sich das folgende Abwicklungsdreieck fiir Schaden-
stande:

Anfall- Abwicklungsjahr &

jahr i 0 1 2 3 4 5
0 1001 1855 2423 2988 3335 3483
1 1113 2103 2774 3422 3844

2 1265 2433 3233 3977

3 1490 2873 3880

4 1725 3261

5 1889

Die beiden letzten Abwicklungsdreiecke, die auch als run—off triangle bezeich-
net werden, bilden die Grundlage fiir alle weiteren Betrachtungen.

13.2 Das Grundmodell

Wir betrachten n+1 Anfalljahre und nehmen an, dass jeder Schaden entweder
im Anfalljahr selbst oder in einem der n folgenden Kalenderjahre abschlieend
reguliert wird.

Wir betrachten ferner eine Familie {Z; .}, refo.1,..., n} von Zufallsvariablen und
interpretieren Z; . als Zahlung im (relativen) Abwicklungsjahr £ fiir Schiden
aus dem (relativen) Anfalljahr i; die Zahlung Z, , wird damit im (relativen)
Kalenderjahr i + £ geleistet. Wir bezeichnen die Zufallsvariablen Z; j auch als
Zuwdichse und nehmen an, dass die Zuwiichse fiir i + & < n beobachtbar (aber
noch nicht beobachtet) und fiir 7 + k£ > n (noch) nicht beobachtbar sind. Die
beobachtbaren Zuwichse werden in einem Abwicklungsdreieck dargestellt:

Anfall- Abwicklungsjahr

jahr 0 1 ook .n—1 ...n—-1 n

0 Zoo  Zoa - Lok s Lom—i -e- Lom—1 Zon
1 Zio  Zia - Zik oo Do i1

1 720 Z7‘1 sz Zzn—z

n—k Zn—k.O Zn—k.\ ce va‘k,k

n—1 Zn-1,0 Zn-1,1

n Zn,o
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Ergiinzt man das Abwicklungsdreieck der beobachtbaren Zuwichse um die
nicht beobachtbaren zukiinftigen Zuwiichse, so erhalt man das Abwicklungs-
quadrat fiir Zuwichse.

13.2.1 Beispiel (Abwicklungsdreieck fiir Zuwichse). Das Abwicklungsdreieck

Anfall- Abwicklungsjahr k

jahr ¢ 0 1 2 3 4 5
0 1001 854 568 565 347 148
1 1113 990 671 648 422

2 1265 1168 800 744

3 1490 1383 1007

4 1725 1536

5 1889

wird jetzt als eine Realisation des Abwicklungsdreiecks der beobachtbaren Zuwéchse
mit n = 5 verstanden.

Neben den Zuwiéchsen Z; ;. betrachten wir auch die Schadenstinde

k
Sik = Z Ziy
1=0
mit i,k € {0,1,....n}. Fiir die Zuwéchse gilt dann

" Sio falls k =0
ik Sik — Sik-1 sonst

Wir interpretieren S; ;. als Summe aller Zahlungen in den Abwicklungsjahren
I €{0,1,...,k} fiir Schidden aus dem Anfalljahr 7; diese Zahlungen werden
also in den Kalenderjahren ¢ € {7,...,i+k} geleistet. Entsprechend unserer
Annahme iiber die Zuwichse sind auch die Schadenstiande S; ;. fir i+k < n
beobachtbar und fiir i +% > n nicht beobachtbar. Die beobachtbaren Schaden-
stinde werden ebenfalls in einem Abwicklungsdreieck dargestellt:

Anfall- Abwicklungsjahr

jahr 0 1 S ...mn—1 ...n—1 n
0 So.() 50,1 o sove SO‘k e SO,n.—i o SO.n.—l AS'(),H
1 Sio Sii - Stk oo Sim—io-- Sin-t

7 Sio  Sia e Sik e o G

n—k Sr—%,0 Snek,1 -+ Sn—k,k

n—1 Sn—1,0 Sn-1,1

n Sn.0
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Wir bezeichnen

-

*Si.n—i
als letzten beobachtbaren Schadenstand oder als aktuellen Schadenstand und
Si.n

als Endschadenstand aus dem Anfalljahr i. Mit Ausnahme des Anfalljahres
i = 0 sind die Endschadenstande nicht beobachtbar. Erginzt man das Ab-
wicklungsdreieck der beobachtbaren Schadenstiande um die nicht beobacht-
baren zukiinftigen Schadenstinde, so erhilt man das Abwicklungsquadrat fiir
Schadenstande.

13.2.2 Beispiel (Abwicklungsdreieck fiir Schadenstinde). Das Abwicklungs-
dreieck

Anfall- Abwicklungsjahr &

jahr ¢ 0 1 2 3 4 5
0 1001 1855 2423 2988 3335 3483
1 1113 2103 2774 3422 3844

2 1265 2433 3233 3977

3 1490 2873 3880

4 1725 3261

5 1889

wird jetzt als eine Realisation des Abwicklungsdreiecks der beobachtbaren Schaden-
stande mit n = 5 verstanden.

Das Problem der Schadenreservierung besteht darin,
die nicht beobachtbaren Schadenstande oder Zuwéchse zu prognostizieren
bzw.
~  deren Erwartungswerte zu schétzen.
Von besonderem Interesse ist dabei die Prognose der Endschadenstinde S ,,
bzw. die Schatzung ihrer Erwartungswerte.

13.3 Das chain—ladder Verfahren

Das chain-ladder Verfahren ist ein heuristisches Verfahren zur Prognose der
nicht beobachtbaren Schadenstinde bzw. zur Schiatzung ihrer Erwartungs-
werte und damit zur Bestimmung von Reserven.

13.3.1 Bemerkung. Das chain-ladder Verfahren erfordert Divisionen, die
natiirlich nur dann durchfithrbar sind, wenn der Nenner des entsprechenden
Bruches von Null verschieden ist. Aus Griinden der Darstellung verzichten wir
darauf, Bedingungen anzugeben, unter denen alle Divisionen durchfithrbar
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sind. In der Praxis liegt ohnehin immer nur eine Realisation des Abwick-
lungsdreiecks vor, und fiir diese Realisation ist das chain-ladder Verfahren
durchfithrbar oder eben nicht.

Fiir jedes Anfalljahri € {0,1,...,n} und jedes Abwicklungsjahr k € {1,...,n}
definieren wir den empirischen individuellen Abwicklungsfaktor

Si k

Fyp ==
Sik—1

Die empirischen individuellen Abwicklungsfaktoren sind fiir 2 + k < n beob-
achtbar und fiir 7 + k > n nicht beobachtbar.

13.3.2 Beispiel. Aus dem Abwicklungsdreieck fiir Schadenstiande ergibt sich fiir
den empirischen individuellen Abwicklungsfaktor fiir das Anfalljahr 3 und das Ab-
wicklungsjahr 2 die Realisation

3880
2873
Insgesamt erhélt man fiir die Realisationen der beobachtbaren empirischen indivi-
duellen Abwicklungsfaktoren das folgende Ergebnis:

Fg‘-z(w) =

=~ 1,351

Anfall- Abwicklungsjahr k

jahr ¢ 0 1 2 3 4 5
0 1,853 1,306 1,233 1,116 1,044
1 1,889 1,319 1,234 1,123

2 1,923 1,329 1,230

3 1,928 1,351

4 1,890

5

Die beobachtbaren empirischen individuellen Abwicklungsfaktoren eines Abwick-
lungsjahres unterscheiden sich nur unwesentlich voneinander.

Mit Hilfe der empirischen individuellen Abwicklungsfaktoren lassen sich die
nicht beobachtbaren Schadenstinde in der Form

k
Sie=Sin= || Fu
l=n—1i+1
darstellen; dabei ist S; ,,—; der letzte beobachtbare Schadenstand des Anfall-

jahres 1.

Das chain—ladder Verfahren besteht aus zwei Schritten:
~  Fiir jedes Abwicklungsjahr k € {1,...,n} wird der chain—ladder Faktor

—~n—k o
~CL . }_4]':0 Sk
Pk~ 2= n—k o

Zj:u bj.kfl

gebildet.
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~  Fiir jedes Anfalljahr i € {0,1,...,n} und jedes Abwicklungsjahr k €
{n—1,....,n} wird aus dem letzten beobachtbaren Schadenstand und
den chain-ladder Faktoren der zukiinftigen Abwicklungsjahre der chain-
ladder Schitzer

k
GCL . o ~CL
Si,,k = Simeni H i
l=n—i+1

fiir den erwarteten Schadenstand E[S; k] gebildet. Es gilt §f};_1 =S ni.

Wegen

n—k n—k g n—k
~OL _ D j—0 Sik Z Sj k-1 Sik Z Sjk-1

ko = n—k - n—k o ; o n—k Ik
Z]:o Sjk-1 =0 > h=0 Sh.k-1 Sj k-1 j=0 2 h=0 Shk-1

ist jeder chain-ladder Faktor ein gewichtetes Mittel der beobachtbaren empiri-
schen individuellen Abwicklungsfaktoren des betreffenden Abwicklungsjahres.
Dariiber hinaus ist zu bemerken, dass die Definition der chain—ladder Schétzer
der Gleichung

k
Sz.k = 51,71*17 H Fl,l
l=n—i+1

nachgebildet ist.

13.3.3 Beispiel. Aus dem Abwicklungsdreieck fiir Schadenstéinde

Anfall- Abwicklungsjahr k&

jahr ¢ 0 1 2 3 4 5
0 1001 1855 2423 2988 3335 3483
1 1113 2103 2774 3422 3844

2 1265 2433 3233 3977

3 1490 2873 3880

4 1725 3261

5 1889

ergeben sich fiir die chain-ladder Faktoren der letzten Abwicklungsjahre die Reali-
sationen

3483

~CL

GE ) = ~ 1,044
s (W) 3335 '
258 (w) = 3335 + 3844 1,120

2988 + 3422
~CL 2988 + 3422 + 3977
73 @) = S oTra 4 3233
Daraus ergeben sich fiir die chain-ladder Schatzer der erwarteten Schadenstiande des
Anfalljahres 3 die Realisationen

1,232
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5% (w) ~ 3880 x 1,232 ~ 4781
S§%(w) ~ 4781 x 1,120 ~ 5354
S$E(w) ~ 5354 x 1,044 ~ 5592

Insgesamt erhilt man das folgende Ergebnis:

Anfall- Abwicklungsjahr k

jahr i 0 1 2 3 4 5
0 1001 1855 2423 2988 3335 3483
1 1113 2103 2774 3422 3844 4015
2 1265 2433 3233 3977 4454 4652
3 1490 2873 3880 4781 5354 5592
4 1725 3261 4333 5339 5980 6245
5 1889 3588 4768 5875 6579 6871
Pl (w) 1,899 1,329 1,232 1,120 1,044

Hier sind die Realisationen der chain-ladder Schétzer fiir i4+k > n in geneigter
Schrift gesetzt.

Fiir ¢ € {0,1,...,n} wird die Differenz
R{" = 8% — Sin-

als chain-ladder Reserve fiir das Anfalljahr i bezeichnet. Es gilt R™ = 0. Die
Summe

n
RCL ._ Z RQL
i=0
wird als chain-ladder Gesamtreserve bezeichnet.
13.3.4 Beispiel. Fiir die Realisation der chain-ladder Reserve fiir das Anfalljahr 3
gilt
RS™(w) = 5592 — 3880 = 1712

Insgesamt erhilt man fiir die Realisationen der beobachtbaren Schadenstinde, der
chain-ladder Schiitzer und der chain-ladder Reserven die folgende Tabelle:

Anfall- Abwicklungsjahr k Reserve
jahr i 0 1 2 3 4 5

0 3483 0
1 3844 4015 171
2 3977 4652 675
3 3880 5592 1712
4 3261 6245 2984
5 1889 6871 4982
Summe 10524

Die chain-ladder Gesamtreserve betrigt also 10.524.000 €.
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Aufgabe

13.3.A Berechnen Sie fiir die Daten aus dem Beispiel

fiir jedes Abwicklungsjahr den chain—ladder Faktor nach der Definition
und als gewichtetes Mittel der beobachtbaren empirischen individuel-
len Abwicklungsfaktoren sowie
fiir jedes Anfalljahr die chain-ladder Schéitzer der erwarteten zukiinf-
tigen Schadenstande.

Vergleichen Sie die chain—ladder Faktoren mit den arithmetischen Mitteln

der beobachtbaren empirischen individuellen Abwicklungsfaktoren.

13.4 Das grossing—up Verfahren

Bei der Berechnung der chain-ladder Schitzer fiir die erwarteten Endschaden-
stiande ergeben sich als Zwischenergebnisse notwendigerweise die chain-ladder
Schitzer fiir die Erwartungswerte aller nicht beobachtbaren Schadenstiande
des betreffenden Anfalljahres. Diese zusatzliche Information ist von Interesse,
wenn man die chain-ladder Reserve im Hinblick auf die Planung von Kapital-
anlagen auf die zukiinftigen Kalenderjahre aufteilen mochte (asset-liability
management).

Wir betrachten nun ein Verfahren, bei dem die erwarteten Endschadenstinde
ohne die Schitzung der Erwartungswerte der iibrigen nicht beobachtbaren
Schadenstiande des betreffenden Anfalljahres direkt geschétzt werden. Dieses
Verfahren ist das grossing—up Verfahren.

13.4.1 Bemerkung. Wie das chain-ladder Verfahren erfordert auch das
grossing-up Verfahren Divisionen, und wir verzichten darauf, Bedingungen
anzugeben, unter denen alle Divisionen durchfithrbar sind.

Das grossing—up Verfahren ist ein rekursives Verfahren. Es besteht darin, dass
fiir alle ¢ € {0,1,...,n} zunichst
~ die grossing-up Quote

1 falls 1 = 0
ASPI‘ = Z;:) Sjn—i

Zi“1§Glf sonst
71=0"%7n
und sodann

— der grossing-up Schdtzer

S m—i

~GU

SGU . _
S’i‘n T
fyn—i

fiir den erwarteten Endschadenstand E[S; ;]

gebildet wird. Es gilt bg;) == 56,11
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Fiir ¢ € {0,1,...,n} wird die Differenz

SGU . §GU
R7" =87 — Sin-i

in

als grossing—up Reserve fiir das Anfalljahr i bezeichnet. Es gilt 1?’,6;” = 0. Die

Summe

n

HGU . »GU
RSY = "R

=0

wird als grossing—up Gesamtreserve bezeichnet.

13.4.2 Beispiel. Aus dem Abwicklungsdreieck fiir Schadenstande

Anfall- Abwicklungsjahr &

jahr ¢ 0 1 2 3 4 5
0 1001 1855 2423 2988 3335 3483
1 1113 2103 2774 3422 3844

2 1265 2433 3233 3977

3 1490 2873 3880

4 1725 3261

5 1889

ergeben sich fiir die grossing—up Quoten der letzten Abwicklungsjahre und fiir die

grossing—up Schitzer der ersten Anfalljahre die Realisationen

o Ay 3483
8V (w) = = 1,000 Sew) = 000, 3483
y 3335 5 3844
~GU GU
= ~ 0. ¢ =~ =~ 4015
i) gisg 0908 St (@) & 57558 :
2088 + 3422 - 3977
~GU GU
N ————— (0,855 S ~ ——— & 4652
Vs (@)~ s aors O 2n (W) ~ gpg ~ 165
Insgesamt erhélt man das folgende Ergebnis:
Anfall- Abwicklungsjahr k Reserve
jahr ¢ 0 1 2 3 4 5
0 1001 1855 2423 2988 3335 3483 0
1 1113 2103 2774 3422 3844 4015 171
2 1265 2433 3233 3977 1652 675
3 1490 2873 3880 5592 1712
41 1725 3261 6245 2984
5 1889 6871 1982
FeY(w) | 0,275 0,522 0,694 0,855 0,958 1,000
Summe 10524

Die grossing—up Gesamtreserve betragt also 10.524.000 €.
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Die in den Beispielen 13.3.2 und 13.4.2 berechneten Realisationen der chain-
ladder Schiitzer und der grossing—up Schiitzer fiir die erwarteten Endschaden-
stande sind identisch. Es wird sich zeigen, dass dies kein Zufall ist.

Das folgende Lemma stellt eine wichtige Beziehung zwischen den grossing—up
Quoten und den chain-ladder Faktoren her:

13.4.3 Lemma. Fir alle k € {1,...,n} gilt

~GU ~CL ~GU

Ye—1¥Pk = Yk
Beweis. Tm Fall k = n gilt
FGY 50L _ Son-1 Som =t i s AC‘U
e SO,n SO.n—

Sei nun k € {1,...,n—1}. Dann gilt

SV1171\ k 3 Sn—k k

an(i‘ bJ k Z;l (Sk ! q K+ bn»k k
) 52,38
=T anU)AE“ 55U, ATU
= SG k,n

ZTII__() ‘SGU
und damit
Sico 'Sik L Swaw 5%, X8R
Siso Sik Sise Sik i S5V 5o 59

Aus dieser Gleichung ergibt sich nun

s g - Do Sy Tica S
2.j=0 F5m  2j=0 Sjk-1
S o
Z;L_o el SC‘U

~GU

Damit ist die Behauptung bewiesen. O
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13.4.4 Satz. Fiir allei € {0,1,...,n} gilt

GGU _ gCL

i T Man

Beweis. Aus Lemma 13.4.3 ergibt sich durch vollstindige Induktion fiir alle
i€{0,1,...,n}

T
o = zau

l=n—i+1 n—

Daraus folgt die Behauptung. m]

Aufgrund des Satzes stimmen die grossing—up Schétzer und die chain-ladder
Schitzer fiir die erwarteten Endschadenstiande iiberein.

Das grossing-up Verfahren lisst sich erweitern, indem fiir jedes Anfalljahr
i€ {1,...,n} und jedes Abwicklungsjahr k € {n—i,...,n—1} durch

oGU ._ GoGU 2GU
Sik = Sim Wk

der grossing-—up Schitzer fiix den erwarteten Schadenstand FE|[S; x| definiert
wird. Es lisst sich zeigen, dass auch diese grossing -up Schitzer mit den ent-
sprechenden chain-ladder Schitzern iibereinstimmen; vgl. Aufgabe 13.4.A.

Aufgaben

13.4.A Zeigen Sie, dass fiir jedes Anfalljahr 7 € {1,...,n} und jedes Abwicklungs-
jahr k € {n—1i,...,n— 1} der grossing-up Schatzer mit dem chain-ladder
Schitzer fiir den erwarteten Schadenstand E[S; k] iibereinstimmt.

13.4.B Berechnen Sie fiir die Daten aus dem Beispiel die grossing—up Quoten und
die grossing—up Schiitzer aller erwarteten zukiinftigen Schadenstande.

13.5 Das Marginalsummen—Verfahren

Das chain-ladder Verfahren ist ohne Zweifel plausibel. Dennoch stellt sich die
Frage, ob es, unter geeigneten Annahmen an die gemeinsame Verteilung aller
Zuwichse, mit allgemeinen Prinzipien der Statistik vereinbar ist.

In diesem Abschnitt betrachten wir, in Analogie zum multiplikativen Modell
der Tarifierung, das multiplikative Modell der Schadenreservierung, in dem
nur die Struktur der erwarteten Zuwachse festgelegt wird:
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Das multiplikative Modell der Schadenreservierung: Es ¢ibt
Familien von Parametern

{aiticqon,..ny  und {9k }keqo...n)
mit
zn/:f)k =il
k=0
derart, dass fiir alle i,k € {0,1,...,n}
E|Z, ;] = ;0

gilt.
Aus der Normierungsbedingung ergibt sich eine Interpretation der Parameter:
Zunichst ergibt sich durch Summation fiir alle 7 € {0,1,...,n}
E{Si.n] = G

und daraus folgt, dass jeder der erwarteten Zuwichse F[Z; | proportional
zum erwarteten Endschadenstand «; des Anfalljahres 7 ist und der Proportio-
nalitatsfaktor ¥5 nur vom Abwicklungsjahr k abhingt.

Wir nehmen im gesamten Abschnitt an, dass die Annahmen des multiplikati-
ven Modells erfiillt sind.

Durch Summation ergibt sich

n—1 n—i

Z ) = Z E(Z; k] fir alle i € {0,1,...,n}
k=0 k=0

n—k

n—k
Y ik =) EBlZy] firalleke{0,1,...,n}
1=0 =0

Aulerdem gilt

n
S =1
k=0
Diese Gleichungen legen die folgende Definition nahe:
Zwei Familien von Zufallsvariablen
{@iticro1..ny und  {Vx}reqo,1....n}
heilen Marginalsummen-Schitzer fiir die Familien

{(X?}'iE{O,l.‘..,n} und {"9k}ke{0,1 ..... n}

der Parameter des multiplikativen Modells, wenn sie die Marginalsummen-
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Gleichungen

n—1i

n—i
SNk =Y Zix  firalleie{0,1,...,n}
k=0 k=0

n—k

n—k
Y @k =3 Zix firalleke{0,1,...,n}
i=0 =0

und die Nebenbedingung
n
Yok =1
k=0
erfiillen. Bei den Marginalsummen-Gleichungen ist zu beachten, dass sich die
Sumimation nur iiber die beobachtbaren Zuwichse eines Anfalljahres bzw. eines
Abwicklungsjahres erstreckt.

Es stellt sich heraus, dass die Marginalsummen-Gleichungen unter der Neben-
bedingung eine eindeutige und zudem iiberraschende Losung besitzen. Wir
benotigen das folgende Lemma:

13.5.1 Lemma. Fiir alle i € {0,1,...,n} gilt
¢ N 7 n
> 5= (325im) 1T o7
j=0 =0 l=n—it1

Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollstéandige Induktion. Im Fall ¢ = 0
ergibt sich die Behauptung aus

N

oCL
SO,n = 20n

Wir nehmen nun an, die Gleichung sei fiir i € {0,1,...,n—1} bereits gezeigt.
Dann gilt

141 i
Z QCL Z QCL , QCL
‘Sj,n s bj.n ot Si-{—l,n
=0 5=0
i n n
~CL ~CL
= E Sjn—i H o+ Sitin-i-1 ¥
paur detid4d I=n—i
1 n n
o 2 : ~ ~CL ~CL Y ~CL
= bj,n—i-l Prn—i H 901 + ASz'~{>1,n—1—] H ¥l
4=0 l=n—1i+1 l=n—i

i+1 n

v L
E Sin—i-1 H o)
7=0 l=n—i

7

Damit ist das Lemma bewiesen. 0
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13.5.2 Satz. Seien {Q}ic(o.1,... .n) und {1"’\k}ke{0,1~...,n} Familien von Zufalls-
variablen. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:
(a) {@iticqoa...ny und {Vikfreqo,1....n) sind Marginalsummen-Schitzer fiir

{aitico.1,...ny und {Ix}refo,1,...n}-
(b) Fiir allei € {0,1,...,n} gilt

&, = B
und fir alle € {0,1,....n} gilt

n

1
CC falls k =0
v = n 1 n
H =L H sonst
k+1 7L I=k

Insbesondere existieren eindeutig bestimmte Marginalsummen—Schitzer, und
die Marginalsummen—Schdtzer der erwarteten Endschadenstinde stimmen
mat den chain-ladder Schitzern iiberein.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass (a) gilt, und fiihren den Beweis durch

vollstandige Induktion iiber i € {0,1,...,n}.
Im Fall 7 = 0 folgt aus den Marginalsummen—Gleichungen und der Neben-

bedingung zunichst

2 k=0 20,k e
—~ (’
ay = = g Zok = Son = Som
Zk 0 ﬁk k=0

und sodann

5 _ Zon _ Zon _ Son —Son-1 _ 1L

n — ~ TN - b Sl
o - SFL So,n P

Sei nun @ € {1,...,n}. Wir nehmen an, die Gleichungen

&]- — SJC%
und
} n 1 n 1
Uy = = I =
s l=n—j+1 (p\fl l=n—j (;\fL

seien fiir alle j € {0,1,...,i—1} bereits gezeigt. Dann gilt

Z@k: H /\CL

k=n—i+1 l=n— L+]
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und daraus ergibt sich zunachst

Dk > it Zik .
(/]\[7 =0, . ;;:O t, e Sz',,n~vi H S/O\l(‘]
Zk =0 191\ 1~ Zk:n—i-{—l 19"" l=n—1i+1

Fiir i € {1,...,n—1} ergibt sich nun mit Lemma 13.5.1

=~ Zj:o Zjn—i

Uni= ——=———
Z,‘ 0%

ZJ OZJ" .

i GOL

Z]:O S]n

- Z;':o Sjn—i — Z;:o Sjn—i-1
(Z;‘:o Sjin—i) H?—nviﬂ erv

AR

Il
AT
—
|
R

l=n—i+1 ¢l
ﬁ 1 i 1

- ~OL: =G
l=r—ig1 Pl bt 74

und fiir 7 = n ergibt sich mit Lemma 13.5.1

5. Z?:o Zjo Z] 095.0 ol

Vo = o~ = =
7 ; CL ~CL
ZJZO Oy ZJ =0 S 1—1 Pl

Damit ist gezeigt, dass (b) aus (a) folgt.
Wir nehmen nun an, dass (b) gilt. Dann gilt

0
k=0

Fiir alle i € {0,1,...,n} gilt

Fiir £ = 0 gilt nach Lemma 13.5.1

Il

S a0 — (Za)ﬁ: (z@)né S0 S
1=0 =0 3

i=0 1=1 71 i=0

und fiir alle k € {1,...,n} gilt nach Lemma 13.5.1

q(L

nn
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n—k n—k
Z (?,"l‘)k = (’;1 19]\»
i=0 i=0
n—k §(‘L n 1 n 1
s Z in 5CL H BCL
i=0 I=k+1 T 1=k ¥l
n—k . n -y n 1 n 1
= Z ik 2 @\CL " @CL
i=0 I=k+1 I=k+1 71 I=k 71
n—k S ' 1
- Z .k - Get
1=0 k
n—k n—k
— Sik — E Si k-1
i=0 i=0
n—k
= Zi.k
i=0
Damit ist gezeigt, dass (a) aus (b) folgt. ]

Daher liefert das multiplikative Modell mit der Marginalsummen-Schitzung
eine einfache Begriindung fiir das chain—ladder Verfahren.

13.6 Das maximum-likelihood Verfahren

In diesem Abschnitt betrachten wir die maximum-likelihood Schitzung der
erwarteten Endschadenstinde im multiplikativen Modell.

Zwei Familien von Zufallsvariablen

{al}iE{U.l ..... n} und {ﬁk}kE{O.l,.,,,n}

heilen mazimum-likelihood Schiitzer fiir die Familien

{ai}icto,..,ny und  {k}reqo,r,...,n}

der Parameter des multiplikativen Modells, wenn sie die zu der gemeinsamen
Verteilung der beobachtbaren Zuwéchse gehorende likelihood Funktion unter
der Nebenbedingung

n

Yok =1

k=0

maximieren; aufgrund der Monotonie des Logarithmus ist dies genau dann
der Fall, wenn sie die zugehorige loglikelihood Funktion unter dieser Neben-
bedingung maximieren.
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Wir betrachten zunichst das Poisson—Modell:

Das Poisson—Modell:
(i) Die Familie aller Zuwichse ist unabhdngig.
(i) FEs gibt Familien von strikt positiven Parametern

{”i}ie{o.l ,,,,, n} und wk}ke{o,l ..... n}

mat

n
Z g =1
k=0

derart, dass fir alle i,k € {0,1,...,n}
Py . = P(a;0)
qult.
Im Poisson-Modell gilt fiir alle 7,k € {0,1,...,n}
E|Z; k] = a0k
Dabher ist das Poisson-Modell ein multiplikatives Modell.

13.6.1 Satz. Unter den Annahmen des Poisson-Modells sind die mazimum-
likelihood Schiitzer fir {ai}icqo.1,...ny wnd {Vk freqo
Schatzer.

n) Marginalsummen-

Beweis. Fiir jede Familie {2; x }; ke{o,1,....n}, i+k<n © No gilt

i,k€{0,1,..., n},i+k<n i,k€{0,1,...,n},1+k<n “ik

P

Wir fassen die beobachtbaren Zuwichse als Koordinaten eines Zufallsvektors
7 :Q — ReFD0A2)/2 4 uf Dann erhalten wir die likelihood Funktion L mit

L({ai}ié{(),l,.--m,}v {{()\k}ké{().l..,.,n} Z)

N ~& 05 (@))%
: : <e ?“)

i k€{0,1,...,n}, i+k<n ikt

und fiir die loglikelihood Funktion logo L ergibt sich nun

2)

- Z (a@ + Zik (log(a,;) + log(@-))) et

i,k€{0,1,...,n},i+k<n

(tog 0 L) ({@:}ico.1,..mps (ke 0.1,.m)
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wobei C' nicht von den Familien {; }e(o.1,....n) und {@kf}ke{o,l,“_’n} abhiingt,
und daher bei der partiellen Differentiation der loglikelihood Funktion ver-
schwindet. Wir beriicksichtigen nun die Nebenbedingung

o -~
S
k=0
und betrachten die Lagrange-Funktion A mit

h’({al}IE{U.] ..... n}s {{L)\k}ke{()Al,m.n}wA } Z)

e 3 (a,ﬁk + Z.lﬂk(log(ﬁi) i 1og(5k))> % A<1 - i&)

i,k€{0,1,....,n},i+k<n k=0

Durch partielle Differentiation und Nullsetzen der partiellen Ableitungen er-
geben sich die mazrimum-{ikelihood Gleichungen

n—i

- 1
Z(;ﬁk + Zik A—) =0 firalleie{0,1,...,n}
Qy

k=0
n—k 1
Z(—&, + Zik A—> -A=0 fir alle k € {0,1,...,n}
1=0 19/‘
] —~
- Z U =0
k=0

Aus der ersten Gruppe der maximum-likelihood Gleichungen ergibt sich

n—i

Zu Op = ZZM fiir alle i € {0,1,...,n}

k=0

und damit die erste Gruppe der Marginalsummen—Gleichungen. Aus den
iibrigen maximum-likelihood Gleichungen ergibt sich

n n—k B~
A= ALW ZAU,, =Y > (-8di+ 2is) = ZZ( Gih + Zix)
k=0 =0 1=0 k=0
und aus der ersten Gruppe der Marginalsummen—Gleichungen folgt nun
A=0

Aus der zweiten Gruppe der maximum-likelihood Gleichungen ergibt sich
daher

n—k —k

Z Z fiir alle k € {0,1,...,n}

i=0 i=0

und damit die zweite Gruppe der Marginalsummen—-Gleichungen. 0
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Wir betrachten nun das Multinomial-Modell:
Das Multinomial-Modell:

(i) Die Zuwichse aus verschiedenen Anfalljahren sind unabhingig
in dem Sinn, dass fiir jede Familie { B; k. }i kefo.1,...ny € B(R) die
Gleichung

mn n n n
P {Zix € Bik}| = [[ 2P| {Zix € Bis}
i=0 k=0 i=0  Lk=0

erfillt ist.
(ii) Fir allei € {0,1,...,n} gilt E[S;»] > 0.
(iil) Es gibt eine Familie von strikt positiven Parametern

wk}ke{o,l ..... n}

mat

derart, dass fiir alle i € {0,1,...,n} und den Zufallsvektor Z; :
Q — R™ mit den Koordinaten Z; o, Zi 1, ..., Zin fiiralle s € Ng
mit P{Sin =5}]>0

PZ,‘I{S,J,,:S} = M(S 1)(),1)1 ..... 19n)

gult.

Das Multinomial-Modell bezieht sich, wie das Poisson—Modell, auf Schaden-
zahlen, denn fiir alle i,k € {0,1,...,n} gilt Z;x € £°(Ny) und damit auch
Six € L°(Np). Die folgenden Ergebnisse zeigen, dass das Multinomial-Modell
ein multiplikatives Modell ist und das Poisson-Modell verallgemeinert:

13.6.2 Lemma. Das Poisson-Modell ist ein Multinomial-Modell.
Beweis. Wir betrachten das Poisson-Modell mit
Py . = P(a;9)

fir alle 7,k € {0,1,...,n}. Aufgrund der Unabhéngigkeit der Zuwichse gilt
fiir jede Familie {B; x }; ke (0.1

P ﬁ ﬁ {Zix € Bix}| =

=0 k=0

,,,,,

ﬁHP{ZlkeB1k}]—HP

i=0 k=0

ﬂ{le\ EB,]\}

Daher sind die Anfalljahre unabhingig. Aufgrund der Unabhangigkeit der
Zuwichse gilt nach Beispiel 3.3.9 auBerdem
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Ps, , = P(a;)

Daher gilt fiir alle s € Ny und fiir jede Familie {2k }refo,1,...n} € No mit

S k=
P ﬁ {Zi.k = Zk}l

Pl Zik = 2} | {Simn =s}| = —=2
LQ) = P[{Sin = s}]
ﬁ ( —o; O aiﬁk) >

€ I

_ k=0 £
e~a;gf_
i

T

/\ Obk k=0
und damit Pz, |5, s} = M(s,90,71,...,05). O

13.6.3 Lemma. Das Multinomial-Modell ist ein multiplikatives Modell.

Beweis. Fiir alle i,k € {0,1,...,n} und s € Ng mit P[{S;, = s}] > 0 gilt
Pz, 115, ,=s) = B(s.Y%) und damit

E[Zv',kHSi,n = 9}} = sV
Aus Satz 4.4.1 folgt nun

ElZix) = Y, E[Z: kX{5: n=s}]
s€Ng, P[{Si.n=5s}]>0

> E[Z; 4){Sin = s}] P[{Sin = s}]

s€N, P[{S,,n:S}]>0

= Z s0k P[{Sin = s}]
s€No, P[{Si.n=5}]>0

= E[S; ] Ok

Mit o, := E[S; ] folgt die Behauptung. O

Das folgende Ergebnis zeigt, dass Satz 13.6.1 iiber die maximum-likelihood
Schitzer im Poisson-Modell unter bestimmten Annahmen an die Verteilung
der Endschadenstinde auf das Multinomial-Modell verallgemeinert werden
kann:

13.6.4 Satz. Unter den Annahmen des Multinomial-Modells mit negativbi-
nomial-verteilten Endschadenstinden sind die maximum-—likelihood Schdtzer
fiir {aitieqo.1,....ny und {Vk freqo,1,...ny Marginalsummen—Schdtzer.
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Beweis. Wir nehmen an, dass die Annahmen des Multinomial-Modells erfiillt
sind und dass es fiir alle i € {0,1,...,n} Parameter ; € (0,00) und n; € (0,1)
gibt mit

Ps, . = NB(8;,17:)

Der Beweis der Behauptung des Satzes erfolgt in mehreren Schritten:
Fiir alle 7 € {0,1,...,n} und jede Familie {z; x }xe{o,1....n} € No gilt
P {Zik = 24}

P[ﬂ {Zix = Zi,k}]
k=0
{Si.n - Z zi‘k} {51,71 S Zzl‘l\‘}‘|
k=0 k=0 k=0
= Zeo 2t [ e (A g = 1) g ppe o

Hk —o Zik! 0 D k=0 Zik

z ' = 3 2 .
(Iz_[:k =0 11‘ H'I k F / +Zh 0 l")' (1_,11)U ’Il}dk 0 %i.k
k=0 Zik! k=0 (ﬂ)( ko“lk)

D(Bi+ S0 %) (115 T go1ees
T o 070 Lo

Fiir allei € {0,1,...,n} und jede Familie {2; x }xe (0.1
daraus

Pl {2k = zrl‘k}}

k=0

i Bs iyt ) i,
2 (5i+Zf ézi k) 1—7; If Nk k
L(8:) 1\ () zik! \1 _7]1'+Z7:_01 00 k=0 IT—n;+ Z;’:_(I 77

und aufgrund der Unabhingigkeit der Anfalljahre ergibt sich nun fiir jede
Familie {2k }ike(0,1,...,n}, i+k<n € No

P ﬁ Tﬁl{Zak = zl,k}}

1=0 k=0

Bi p—i 2i k
- H (51+Zl\ ()/'1 A) 1-mn; ﬁ 7iVk ) )
r'(g;) A 0 zig! \1—m; +Z[n:_01' ) oo \L— +Zln:_01 0

Damit ist die gemeinsame Verteilung der beobachtbaren Zuwichse bestimmt.
Des weiteren gilt fiir alle ¢ € {0,1,...,n}

P

n-iy © Np ergibt sich

i
L—mni

E[Si,n] = /3i
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i
1-— Uh

Q= /3,

erhialt man daher

] 1—mn
Bi = a; ——
i

und damit eine Darstellung der gemeinsamen Verteilung der beobachtbaren
Zuwichse in Abhingigkeit der Familien {c;}ic(0.1,....n}> 17i}icfo,1....,ny und
{UA:}A-E{O.I ..... n}-

Daraus ergibt sich die likelihood Funktion, die loglikelihood Funktion und die
Lagrange Funktion fiir die Familien

{Qi}icqo.1,...np (Wi tieto.1,...n}> {Vk thefo,1,. 0}

unter der Nebenbedingung

Die maximum-likelihood Gleichungen zu den partiellen Ableitungen der
Lagrange Funktion nach 7); lassen sich mit Hilfe der maximum-likelihood
Gleichungen zu den partiellen Ableitungen der Lagrange-Funktion nach a;
vereinfachen und fiihren dann auf die erste Gruppe

n—1

n—i
Y Gk => Ziy firalleie{0,1,...,n}
k=0

k=0

der Marginalsummen-Gleichungen.

Aus den maximum-likelihood Gleichungen zu den partiellen Ableitungen der
Lagrange Funktion nach 9, der Nebenbedingung und der ersten Gruppe der
Marginalsummen—Gleichungen folgt zunachst, dass der Lagrange-Parameter
verschwindet, und aus den maximum-likelihood Gleichungen zu den partiel-
len Ableitungen der Lagrange-Funktion nach 9y ergibt sich dann die zweite
Gruppe

n—k n—k
Z ;) = Z Zik fiir alle k € {0,1,...,n}
i=0 i=0
der Marginalsummen-Gleichungen. O

Aufgaben

13.6.A Fiihren Sie die fehlenden Teile des Beweises von Satz 13.6.4 aus.

13.6.B  Beweisen Sie ein Analogon von Satz 13.6.4 fiir den Fall binomial-verteilter
Endschadenstande.
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13.7 Bemerkungen

Das chain-ladder Verfahren ist der bekannteste Vertreter einer Gruppe von
Verfahren der Schadenreservierung, in denen die erwarteten Endschaden-
stinde durch Multiplikation der letzten beobachtbaren Schadenstinde mit
geeigneten Faktoren geschiitzt werden; eine frithe Quelle ist Tarbell [1934].

Da die chain ladder Faktoren als gewichtete Mittel der beobachtbaren empiri-
schen individuellen Abwicklungsfaktoren des betreffenden Abwicklungsjahres
dargestellt werden kénnen, erhilt man eine Variante des chain-ladder Verfah-
rens, indem man fiir jedes Abwicklungsjahr & € {1,...,n} eine Familie von
Zufallsvariablen {W x }jeq0.1,....nk} mit

n—k
> Wir=1

j=0

wahlt und durch

k
S'iJ\f = Sin—i H F
l=n—i+1

mit

n—k
Fk = Z VV]‘J; Fj.k

7=0

modifizierte chain-ladder Schitzer definiert. Insbesondere kann man alle be-
obachtbaren empirischen individuellen Abwicklungsfaktoren eines Abwick-
lungsjahres gleich gewichten (arithmetisches Mittel) oder die beobachtbaren
empirischen individuellen Abwicklungsfaktoren jiingerer Anfalljahre stiarker
gewichten als diejenigen alterer Anfalljahre.

In Anbetracht der Vielfalt der Moglichkeiten, die beobachtbaren empirischen
individuellen Abwicklungsfaktoren zu gewichten, stellt sich natiirlich die Frage
nach der optimalen Wahl der Gewichte; insbesondere stellt sich die Frage, un-
ter welchen Bedingungen und in welchem Sinn die im chain-ladder Verfahren
verwendeten Gewichte

Sjk—1

CL ,_
Wj,l\ ye—

n—k o
h=0 Shok—1

optimal sind. Diese Frage wurde von Mack [1997] sowie von Schmidt und
Schnaus [1996] und von Schmidt [1999a, 1999b, 1999¢| untersucht.

Die Ubereinstimmung der chain-ladder und grossing—up Schitzer fiir die er-
warteten Endschadenstinde wurde von Lorenz und Schmidt [1999] gezeigt.
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Das wohl ilteste stochastische Modell zur Begriindung des chain-ladder Ver-
fahrens ist das Poisson-Modell in Verbindung mit der maximum-likelihood
Schitzung der Parameter, das auf Hachemeister und Stanard [1975] zuriick-
geht.

Als Verallgemeinerung des Poisson—Modells wurde von Schmidt und Wiinsche
[1998] das Multinomial-Modell vorgeschlagen und es wurde gezeigt, dass die
maximum-likelihood Schétzung auch im Multinomial-Modell mit beliebig
Panjer verteilten Endschadenstinden auf die chain-ladder Schéatzer fiihrt.
Von besonderem Interesse ist der in Abschnitt 13.6 behandelte Fall negativ-
binomial verteilter Endschadenstinde: In diesem Fall besitzen alle Schaden-
stinde eine Negativbinomial-Verteilung und damit eine Varianz, die gréfier
ist als der Erwartungswert, was in vielen Féllen realistisch ist. Dariiber hin-
aus konnen die Einzelwahrscheinlichkeiten der Negativbinomial-Verteilung

NB(/3,7) in der Form

B+k— 1) o Blidk _o & ((1=0)/0)" —(1=9) /) f—1
(1-9)7 9" = / e et ¢ “o do
< k (0,00) k! I'(5)

dargestellt werden. Daher ist jede Negativbinomial -Verteilung eine gemaschte
Poisson—Verteilung. In Schmidt und Zocher [2005] wurde gezeigt, dass die
maximum-likelihood Schitzung im Multinomial-Modell auch fiir viele andere
gemischte Poisson-Verteilungen der Endschadenstande auf die chain-ladder
Schitzer fiihrt.

In Schmidt und Wiinsche [1998] wurde auch das multiplikative Modell als
ein eigenstindiges Modell zur Begriindung des chain-ladder Verfahrens ein-
gefithrt; vgl. Kapitel 14.

Fiir einen Vergleich verschiedener Modelle fiir das chain-ladder Verfahren
verweisen wir auf Hess und Schmidt [2002].

Die inhaltliche Verwandtschaft von Tarifierung und Schadenreservierung spie-
gelt sich in der Ahnlichkeit der verwendeten Modelle und Methoden wider.
Dies gilt insbesondere fiir das multiplikative Modell, die Marginalsummen-
Schiitzung, und die maximum-likelihood Schitzung; vgl. Kapitel 10. Dariiber
hinaus koénnen auch die Modelle und Methoden der Erfahrungstarifierung
in der Schadenreservierung angewendet werden; vgl. Witting [1987], Hesse-
lager und Witting [1988], Hess und Schmidt [2001] sowie Radtke und Schmidt
2004).
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Schadenreservierung:
Bornhuetter—Ferguson Prinzip

Das eigentliche Problem der Schadenreservierung besteht in der Prognose der
zukiinftigen Schadenstinde und nicht in der Schétzung ihrer Erwartungswer-
te. Wir betrachten daher in diesem Kapitel die Prognose der zukiinftigen
Schadenstinde und interpretieren insbesondere die chain-ladder Schitzer als
Pradiktoren der zukiinftigen Schadenstiande.

Neben dem chain-ladder Verfahren gibt es zahlreiche weitere Verfahren zur
Prognose der zukiinftigen Schadenstinde. Von besonderer Bedeutung sind das
Bornhuetter—Ferguson Verfahren, das loss-development Verfahren, das Cape-
Cod Verfahren, und das additive Verfahren. Diese Verfahren bilden zusamimen
mit dem chain-ladder Verfahren die Gruppe der Basisverfahren.

Grundsitzlich ist die Verwendung von Abwicklungsdreiecken in der Schaden-
reservierung nur dann sinnvoll, wenn man annehmen kann, dass die Abwick-
lung der Schiiden fiir alle Anfalljahre dhnlich verldauft. Diese zunichst vage
Annahme kann auf unterschiedliche Weise durch ein stochastisches Modell
formalisiert werden und fiihrt auf den Begriff des Abwicklungsmusters. Die
Annahme, dass ein Abwicklungsmuster vorliegt, erweist sich als dquivalent
mit der Annahme, dass das multiplikative Modell der Schadenreservierung
vorliegt.

Der Begriff des Abwicklungsmusters fithrt auf eine Erweiterung der urspriing-
lichen Version des Bornhuetter-Ferguson Verfahrens, in die sich alle Basisver-
fahren einordnen lassen. Die Basisverfahren, deren Préadiktoren eine auf den
ersten Blick sehr unterschiedliche Struktur aufweisen, werden damit vergleich-
bar und es stellt sich heraus, dass sie sich nur in der Wahl der Schitzer fiir
die Parameter des multiplikativen Modells unterscheiden.

Aus der Analyse der Basisverfahren, die auf Schitzer fiir die Parameter des
multiplikativen Modells fiihrt, ergibt sich schlieBlich eine Synthese, die durch
neue Kombinationen dieser Schitzer auf neue Versionen des erweiterten Born-
huetter—Ferguson Verfahrens fiihrt.
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14.1 Abwicklungsmuster

Die Verwendung von Abwicklungsdreiecken in der Schadenreservierung ist nur
dann sinnvoll, wenn man annehmen kann, dass die Abwicklung der Schiden
fiir alle Anfalljahre dhnlich verlauft. Die zundchst vage Annahme, dass die
Abwicklung der Schiden einem fiir alle Anfalljahre identischen Abwicklungs-
muster folgt, kann auf unterschiedliche Weise formalisiert werden.

In diesem Abschnitt betrachten wir drei klassische Abwicklungsmuster, die
unter einander dquivalent sind, sowie ein weiteres Abwicklungsmuster, das
sich mit Hilfe von Volumenmafen fiir die Anfalljahre ergibt.

Die Annahme, dass die Abwicklung der Schiden einem fiir alle Anfalljahre
identischen Abwicklungsmuster folgt, kann als ein primitives stochastisches
Modell angesehen werden, mit dem viele Verfahren der Schadenreservierung
begriindet werden kénnen.

Abwicklungsmuster fiir Anteile
Ein Parametervektor
P = ('190, '01, ceey 'I?n)

heiit Abwicklungsmuster fiir Anteile, wenn fiir alle k € {0,1,...,n} und fir
allei € {0,1,...,n}

: E|Z; k]

E[S; 1)
gilt. Dies bedeutet, dass fiir jedes Abwicklungsjahr k € {0,1,...,n} die indi-
widuellen Abwicklungsanteile

l9k

E[Z; ]
E[Si.n]

fiir alle Anfalljahre i € {0,1,...,n} identisch sind. Es gilt Y ;_v% = 1.

ik i=

Ein Abwicklungsmuster fiir Anteile liegt genau dann vor, wenn es Familien
von Parametern

{itico1.ny und  {Vktrefo1....n}
gibt mit
a; = E[S; »]
fir alle i € {0,1,....n} und
E|Z; k] = a0

fir alle 7,k € {0,1,...,n}. Daher liegt ein Abwicklungsmuster fiir Anteile
genau dann vor, wenn die Annahmen des multiplikativen Modells der Schaden-
reservierung erfiillt sind.
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Abwicklungsmuster fiir Quoten
Ein Parametervektor

¥ = (’7/07“/17 ... ﬂW’n)

heiBt Abwicklungsmuster fir Quoten, wenn fiir alle k € {0,1,...,n} und fiir
alle 7 € {0,1,...,n}

i e E[S; k]
E[Si.n]
gilt. Dies bedeutet, dass fiir jedes Abwicklungsjahr k£ € {0,1,..., n} die indi-
viduellen Abwicklungsquoten
sia s E[S; x]
- E[Si.n]

fiir alle Anfalljahre 7 € {0,1,...,n} identisch sind. Es gilt ,, = 1.

Abwicklungsmuster fiir Faktoren
Ein Parametervektor

@ = (P1,---,%n)

heiBBt Abwicklungsmuster fir Faktoren, wenn fiir alle k € {1,...,n} und fiir
allei € {0,1,...,n}

-
E[S; k-1
gilt. Dies bedeutet, dass fiir jedes Abwicklungsjahr k& € {1,...,n} die indivi-
duellen Abwicklungsfaktoren

E[S; ]

L

fir alle Anfalljahre 7 € {0,1,...,n} identisch sind.

Aquivalenz

Die bisher behandelten klassischen Abwicklungsmuster sind dquivalent in dem
Sinne, dass die Existenz eines der drei Abwicklungsmuster die Existenz der
beiden anderen Abwicklungsmuster impliziert. In der Tat konnen die drei
Abwicklungsmuster ineinander konvertiert werden.
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Der Zusammenhang zwischen den Abwicklungsmustern fiir Anteile und Quo-
ten ist offensichtlich:
Ist ¢ ein Abwicklungsmuster fiir Anteile, so ist v mit

k
Vi = Zﬁl

=0

ein Abwicklungsmuster fiir Quoten.
~  Ist 7y ein Abwicklungsmuster fiir Quoten, so ist ¥ mit

: { Yo falls k = 0
1)1\- =
Yk — Vk—1 sonst

ein Abwicklungsmuster fiir Anteile.
Etwas weniger offensichtlich, aber dennoch leicht zu zeigen, ist der Zusammen-
hang zwischen den Abwicklungsmustern fiir Quoten und Faktoren:
—  Ist v ein Abwicklungsmuster fiir Quoten, so ist ¢ mit

] Yk
Pk =
Yk—1

ein Abwicklungsmuster fiir Faktoren.
Ist ¢ ein Abwicklungsmuster fiir Faktoren, so ist v mit

n 1
Tk = o
I=k+1 7!
ein Abwicklungsmuster fiir Quoten.
Durch Kombination dieser Ergebnisse erhélt man einen Zusammenhang zwi-
schen den Abwicklungsmustern fiir Anteile und Faktoren.

Im Fall von Schadenzahlen oder Schadenzahlungen kann man annehmen, dass
fiir die klassischen Abwicklungsmuster auch die folgenden dquivalenten Bedin-
gungen erfiillt sind:

Fiir alle k € {0,1,...,n} gilt 95 > 0.
- Esgilt 0 <y <y < <Yn

Fiir alle k € {1,...,n} gilt ¢, > 1.
Im Fall von Schadenaufwinden sind diese Bedingungen im allgemeinen nicht
erfiillt.

Abwicklungsmuster fiir Schadenquotenzuwichse

Die bisher betrachteten klassischen Abwicklungsmuster sind vollstandig durch
die Erwartungswerte der Zuwichse und Schadenstinde bestimmt.
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Wir betrachten nun ein Abwicklungsmuster, das auf einem Parametervektor
™ = (71'0,7T1,. "vTrTL)

von bekannten Volumenmafen fiir die Anfalljahre beruht; als Volumenmaf
kommt beispielsweise die Pramiensumme oder die Anzahl der Vertrige in
Betracht. Ein Parametervektor

¢(m) = (Go(m), Cu(m), - - -, Gu(w))

heit Abwicklungsmuster fir Schadenquotenzuwdichse, wenn fir alle k£ €
{0,1,...,n} und fiir alle 7 € {0,1,...,n}

Zu.—} _ E[Zi4]

UL

Ck(W)ZE{

T

gilt. Dies bedeutet, dass fiir jedes Abwicklungsjahr k € {0,1,...,n} die ind:-
viduellen Schadenquotenzuwdichse

Zik
Gik(m) == J[ Lk}
UL
fiir alle Anfalljahre i € {0,1,...,n} identisch sind.

Das Abwicklungsmuster fiir Schadenquotenzuwichse unterscheidet sich vom
Abwicklungsmuster fiir Anteile darin, dass es als Bezugsgrofie die Volumen-
mafle anstelle der erwarteten Endschadenstinde verwendet. Das Abwicklungs-
muster fiir Schadenquotenzuwiichse beschreibt die Abwicklung indirekt: Ist
¢ () ein Abwicklungsmuster fiir Schadenquotenzuwéchse, so ist ¥ mit

G ()

By = et

Z?:o G(m)
ein Abwicklungsmuster fiir Anteile und ~ mit
L.
- 21— Gi(7)
Z[,n:o G(m)

ist ein Abwicklungsmuster fiir Quoten; die Abwicklungsmuster ¥ und -y sind,
wie in der Notation angedeutet, in der Tat unabhingig von .

Yk

Man beachte den Unterschied zwischen Quoten und Schadenquoten.

14.1.1 Bemerkung. Im Fall von Schadenzahlen oder Schadenzahlungen
liegt es nahe, die Parameter der Abwicklungsmuster fiir Anteile bzw. Quo-
ten als Abwicklungswahrscheinlichkeiten bzw. kumulierte Abwicklungswahr-
scheinlichkeiten zu interpretieren. Diese Interpretation ist hilfreich, aber sie
ist nicht korrekt, da die Erwartungswerte E[Z; /S; ] bzw. E[S; /S ] im
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allgemeinen nicht mit den Quotienten E[Z; ]/ E[S; ] bzw. E[S; ]/ E|[Sin]
{ibereinstimmen. Die hier gegebene Definition der drei klassischen Abwick-
lungsmuster ist dennoch sinnvoll, weil sie ein primitives stochastisches Modell
darstellt, mit dem sich die wichtigsten der in der Praxis verwendeten Verfah-
ren der Schadenreservierung begriinden lassen.

Im Hinblick auf die Vergleichbarkeit verschiedener Verfahren zur Schaden-
reservierung werden wir im folgenden vor allem das Abwicklungsmuster fir
Quoten betrachten.

14.2 Schiatzung von Abwicklungsmustern

Jedes der in Abschnitt 14.3 behandelten Basisverfahren kann durch die An-
nahme, dass ein Abwicklungsmuster vorliegt, begriindet werden. Dies liegt
daran, dass fiir jedes dieser Basisverfahren die Pradiktoren der zukiinftigen
Schadenstiande mit Hilfe von Schétzern fiir das Abwicklungsmuster fiir Quoten
ausgedriickt werden kénnen.

Allgemein kann die Schitzung eines Abwicklungsmusters auf der Grundlage
der folgenden Informationsquellen erfolgen:
Interne Information: Dies ist die Information, die im Abwicklungsdreieck
des betrachteten Bestandes enthalten ist.
Externe Information: Dies ist jede Art von Information, die nicht im
Abwicklungsdreieck des betrachteten Bestandes enthalten ist. Externe
Information kann beispielsweise in Marktstatistiken bestehen oder in In-
formation iiber vergleichbare Bestinde; dariiber hinaus betrachten wir
auch Volumenmafle fiir den betrachteten Bestand als externe Informati-
on, weil sie nicht im Abwicklungsdreieck enthalten sind.
Natiirlich kann die Schiitzung auch auf gemischter Information, also einer
Kombination interner und externer Information, beruhen.

Die nachfolgend dargestellten Schitzer betreffen das Abwicklungsmuster fiir
Faktoren und das Abwicklungsmuster fiir Schadenquotenzuwéchse. Da jedes
dieser Abwicklungsmuster in ein Abwicklungsmuster fiir Quoten konvertiert
werden kann, kénnen in der gleichen Weise auch die entsprechenden Schétzer
in Schiitzer fiir das Abwicklungsmuster fiir Quoten umgewandelt werden.

Schitzung auf der Grundlage interner Information

Die direkte Schiitzung der Abwicklungsmuster fiir Anteile oder Quoten auf
der Grundlage interner Information ist problematisch: Da der Endschaden-
stand nur fiir das Anfalljahr 0 beobachtbar ist, stehen als direkte Schétzer fiir
die Parameter ¥y bzw. v des Abwicklungsmusters fiir Anteile bzw. Quoten
zuniichst nur die empirischen individuellen Abwicklungsanteile Zg ./ So.n bzw.
die empirischen individuellen Abwicklungsquoten So /S0 zur Verfiigung.
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Fiir die Schitzung des Abwicklungsmusters fiir Faktoren steht dagegen eine
Vielzahl von Schitzern zur Verfiigung: Sei
¢ =(P1,--1¢¥n)

ein Abwicklungsmuster fiir Faktoren. Dann ist, fiir jedes Abwicklungsjahr k €
{1,...,n}, jeder der empirischen individuellen Abwicklungsfaktoren
9/9\' pi= ‘S’i,k‘
" Sik—1

mit i € {0,1,...,n — k} ein sinnvoller Schitzer fiir ¢, und dies gilt auch fiir
jedes gewichtete Mittel

n—k

= Z Wik @jk
j=0

mit zufélligen oder konstanten Gewichten W; x mit Z " I‘ W; = 1. Der be-
kannteste Schiitzer dieser Familie ist der (‘/mm ladder Fakfm

k —k
R I
Z? éSJk*1

der im chain-ladder Verfahren verwendet wird. Wir bezeichnen

Bik
i bh k—1

~CL ~CL ~CL
¥ ::(991 7"‘*9’n)

als chain-ladder Schitzer fiir das Abwicklungsmuster fiir Faktoren.

Aufgrund der Beziehung zwischen dem Abwicklungsmuster fiir Faktoren und
dem Abwicklungsmuster fiir Quoten konnen Schétzer fiir Faktoren in Schétzer
fiir Quoten umgewandelt werden. Insbesondere sind die chain-ladder Quoten

o= I
¥y 72CL

I=kt1 Pl
Schétzer fiir die Quoten
= T
Yk = T
l=k+1 ¥l
Wir bezeichnen
~CL .__ (~CL ~CL ~CL
Y *( 7] ‘r"'ﬂ‘7n )

als chain-ladder Schitzer fir das Abwicklungsmuster fiir Quoten.
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14.2.1 Beispiel. Das folgende Abwicklungsdreieck fiir Schadenstéande unterscheidet
sich von dem in Kapitel 13 betrachteten Abwicklungsdreieck in der Realisation des
Schadenstandes S 1:

Anfall- Abwicklungsjahr k

jahr 0 1 2 3 4 5
0 1001 1855 2423 2988 3335 3483
1 1113 2103 2774 3422 3844

2 1265 2433 3233 3977

3 1490 2873 3880

4 1725 4261

5 1889

ol (%) 2,051 1,329 1,232 1,120 1,044
F(w) | 0,255 0,522 0,694 0,855 0,958 1,000

Die ungewohnlich hohe Realisation des aktuellen Schadenstandes Sa,1 wirkt sich
auf die Realisation des chain-ladder Faktors 37" und damit auf die Realisation der
chain-ladder Quote 75" aus.

Grundsitzlich kénnen in der Definition der chain-ladder Faktoren auch an-
dere Gewichte verwendet werden: Beispielsweise fithrt die Wahl von W ;. :=
1/(n — k + 1) auf das arithmetische Mittel, und eine andere Moglichkeit be-
steht in der Wahl von Gewichten, die fiir junge Kalenderjahre groff und fiir
alte Kalenderjahre klein sind. Die Wahl der Gewichte sollte die Qualitat der
Abwicklungsdaten beriicksichtigen und / oder auf Optimalitatsbetrachtungen
in einem stochastischen Modell beruhen.

Schitzung auf der Grundlage gemischter Information
Sei
T = (T, W1y .-y )

ein Volumenma$ fiir die Anfalljahre und

ein Abwicklungsmuster fiir Schadenquotenzuwiichse. Dann ist, fiir jedes Ab-
wicklungsjahr k € {0,1,...,n}, jeder der empirischen individuellen Schaden-
quotenzuwidchse

Zik

2

Gi(m) =

mit 7 € {0,1,...,n—k} ein sinnvoller Schétzer fiir (;(m), und dies gilt auch
fiir jedes gewichtete Mittel
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n—k
Cr(m) =) Wk G (o)
j=0
mit zufélligen oder konstanten Gewichten W; ;. mit Zj ko .k = 1. Der be-
kannteste Schitzer dieser Gruppe ist der addztwe Schadenquot(znzuwachc

n kZ n—=k

fD( ) = %;Ok . - Z Znﬂjk quk(ﬂ-)
=0 3 7=0

der im additiven Verfahren verwendet wird. Wir bezeichnen

CAP () := (G0 (w), PP (), . .., CAP ()

als additiven Schitzer fiir das Abwicklungsmuster fiir Schadenquotenzuwichse.

Aufgrund der Beziehung zwischen dem Abwicklungsmuster fiir Schaden-
quotenzuwichse und dem Abwicklungsmuster fiir Quoten konnen Schéitzer
fiir Schadenquotenzuwiichse in Schitzer fir Quoten umgewandelt werden. Ins-
besondere sind die additiven Quoten

k ZAD
~AD [ . 2i=0Gi ()
Yk (7") L Z?ZO ZlAD o

Schéitzer fiir die Quoten

k
e leo G(m)
$ Lk — vy
> 1o G1(m)
Im Gegensatz zu den Quoten hingen die additiven Quoten vom Volumenmaf
7 ab, sind aber invariant unter einer Skalierung des Volumenmafes mit einem
Faktor ¢ € (0, 00). Wir bezeichnen

FAP () == (35" (), 300 (), .. 30 D ()

als additiven Schatzer fiir das Abwicklungsmuster fiir Quoten.
14.2.2 Beispiel. Das folgende Abwicklungsdreieck fiir Zuwichse entspricht dem

vorher betrachteten Abwicklungsdreieck fiir Schadenstiande und enthélt zusétzlich
Volumenmafe fiir die Anfalljahre:

Anfall- Abwicklungsjahr &

jahr i 0 1 2 3 4 5 e
0 1001 854 568 565 347 148 | 4025
1 1113 990 671 648 422 4456
2 1265 1168 800 744 5315
3 1490 1383 1007 5986
4 1725 2536 6939
5 1889 8158
CAP(m)(w) | 0,243 0,259 0,154 0,142 0,091 0,037

2P (m)(w) | 0,263 0,543 0,709 0,862 0,960 1,000
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Die ungewohnlich hohe Realisation des Zuwachses 74 1 wirkt sich auf die Realisation
des additiven Schadenquotenzuwachses ¢ f‘D(ﬂ') und damit auf die Realisationen aller
additiven Quoten aus.

Grundsitzlich kénnen in der Definition der additiven Schadenquotenzuwichse
auch andere Gewichte verwendet werden.

Schitzung auf der Grundlage externer Information

SchlieBlich konnen auch externe Quoten

~EX ~EX ~EX ~EX
NP e (A e )

als Schitzer fiir das Abwicklungsmuster fiir Quoten verwendet werden.

14.2.3 Bemerkung. Die Verwendung bestimmter gewichteter Mittel zur
Schitzung der Parameter eines Abwicklungsmusters kann in vielen Fallen
durch ein lineares Modell mit unkorrelierten abhiangigen Variablen und be-
stimmten Varianzen begriindet werden:
Die chain-ladder Faktoren koénnen im chain-ladder Modell von Mack
und Schnaus begriindet werden (vgl. Mack [1994], Schmidt und Schnaus
[1996], Radtke und Schmidt [2004], Schmidt [2006]).

- Die additiven Schadenquotenzuwichse kénnen im additiven Modell von
Mack begriindet werden (vgl. Mack [1991], Radtke und Schmidt [2004],
Schmidt [2006]).

In beiden Fillen liegen lineare Modelle mit einer speziellen Varianzstruktur

vor, in denen die genannten Schitzer die Gaufi-Markov Eigenschaft besitzen.

Dabei ist allerdings zu beachten, dass eine Verinderung der Varianzstruktur

im allgemeinen auch zu einer Veranderung der optimalen Schétzer fiihrt.

14.3 Basisverfahren

In diesem Abschnitt stellen wir die Basisverfahren der Schadenreservierung
zunichst in ihrer Grundform und sodann in einer vereinheitlichten Form dar.

Der Ausgangspunkt ist eine Erweiterung des Bornhuetter-Ferguson Verfah-
rens, die in enger Beziehung zum Begriff des Abwicklungsmusters fiir Quoten
steht und als ein allgemeines Prinzip verstanden werden kann, das alle Basis-
verfahren als Spezialfille enthilt. Damit wird deutlich, dass die verschiedenen
Basisverfahren sich im wesentlichen nur in der Art der verwendeten Informa-
tion unterscheiden.
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Das Bornhuetter—Ferguson Verfahren

Das (erweiterte) Bornhuetter-Ferguson Verfahren beruht auf der Annahme,
dass es Parametervektoren

Fi—= (7’0’717---7%)
o =

(o, apy .- )
gibt mit 7y, = 1 und
E[Sik] = ki
fiir alle k € {0,1,...,n} und fiir alle i € {0,1,...,n}. Wegen v, = 1 gilt
E[S;n] =
und damit

B E[S; k]
E[Sl,n]

Yk

Dann ist o der Vektor der erwarteten Endschadenstinde und «y ist ein Ab-
wicklungsmuster fiir Quoten, und es gilt

E[Si,,k] = E[Si‘n—i] + ('Wc 7'7’7171) (&%}
Fiir einen beliebigen Schatzer
q = ('?01 Hos =5

des Abwicklungsmusters fiir Quoten (mit 7,, = 1) und einen beliebigen a-
priori Schatzer

a = (Qp, 1, ...,0,)

der erwarteten Endschadenstinde sind die Bornhuetter—Ferquson Pradiktoren
der Schadenstiande S; ;. mit 7 + k > n definiert als

SPF(7,8) = Sin-i + (Fe—Fn—i) G
Wir bezeichnen mit
SBF(3,@) := (SPF (3, @))ike(0,1,....n}, i+hk>n

das Dreieck aller Bornhuetter-Ferguson Pridiktoren beziiglich v und a.

Die Bornhuetter-Ferguson Préadiktoren 518,1: (7, @) der Endschadenstinde S; ,,
konnen natiirlich auch als Schiitzer der erwarteten Endschadenstande o, =
E|S; ] interpretiert werden. In diesem Sinne stellen sie eine Korrektur der
a-priori Schitzer q; dar, wobei sich die Korrektur durch die Verwendung der
aktuellen Schadenstinde und des Schitzers des Abwicklungsmusters ergibt;
vgl. auch Aufgabe 14.3.B.
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Fiir i € {0,1,...,n} wird die Differenz

RPF(§,&) := SPF(¥,8) — Sin-

,n

als Bornhuetter—Ferguson Reserve fiir das Anfalljahr 7 bezeichnet. Es gilt
RBF (3, @) = 0. Die Summe

RBP % a - ZRBF(

wird als Bornhuetter—Ferquson Gesamtreserve bezeichnet.

14.3.1 Beispiel. Beim Bornhuetter-Ferguson Verfahren mit externen Schétzern
des Abwicklungsmusters und der erwarteten Endschadenstinde werden nur die ak-
tuellen Schadenstande verwendet:

Anfall- Abwicklungsjahr & Reserve
jahr i 0 1 2 3 4 5| aP*(w)

0 3483 3517 0
1 3844 4043 3981 199
2 3977 4391 4621 4598 644
3 3880 4785 5295 5577 5658 1697
4 4261 5442 6436 6995 7306 6214 3045
1889 3344 4546 5558 6127 6443 6325 4554
AP (w) | 0,280 0,510 0,700 0,860 0,950 1,000

Summe 10139

Die ungewohnlich hohe Realisation des aktuellen Schadenstandes Si1 wirkt sich
auf die Pradiktoren der nicht beobachtbaren Schadenstinde des Anfalljahres 4 aus,
nicht aber auf die Reserve.

Fiir die Bornhuetter-Ferguson Reserven der Anfalljahre gilt
RPF(7,8) = (1-Fn-s) &

In der urspriinglichen Form des Bornhuetter—Ferguson Verfahrens werden nur
die Bornhuetter-Ferguson Reserven der Anfalljahre bestimmt und es wird nur
der Fall 3, := 3¢ und @; := m; K; betrachtet, wobei m; die Primie und &;
ein Schitzer der Endschadenquote k; := E|S; ,/m;] des Anfalljahres 7 ist; vgl.
Bornhuetter und Ferguson [1972].

Beim Ubergang zum erweiterten Bornhuetter-Ferguson Verfahren werden also

—  die ZielgroBen verandert (beliebige zukiinftige Schadenstinde anstelle der
Reserven der Anfalljahre) und

— die speziellen Schitzer der Parameter durch beliebige Schitzer ersetzt.

Dadurch wird die von Bornhuetter und Ferguson verwendete multiplikative

Struktur in eine Form gebracht, die den Vergleich verschiedener Basisverfahren

und ihre Einordnung in ein allgemeines Prinzip ermoglicht.
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Das loss—development Verfahren

Das loss—development Verfahren beruht auf der Annahme, dass es einen Para-
metervektor

A= (70771>- . '~7n)
gibt mit
ENSLH
E[S;n]

Y =
fiir alle k € {0,1,...,n} und fiir alle 7 € {0,1,...,n}. Dann ist 7 ein Abwick-
lungsmuster fiir Quoten und es gilt

. E[S; n—s
E[ i k] = Yk M
Yn—i
Fiir einen beliebigen Schitzer

;9 - (§07317"'$an)

des Abwicklungsmusters fiir Quoten (mit 5, = 1) sind die loss—development
Prédiktoren der Schadenstinde S; , mit i + k > n definiert als

Wir bezeichnen mit
S'P(3) = (SIRA)iketo.tom). itkzn
das Dreieck aller loss—development Pridiktoren beziiglich 4.

14.3.2 Beispiel. Beim loss-development Verfahren mit externen Schitzern des
Abwicklungsmusters werden nur die aktuellen Schadensténde verwendet:

Anfall- Abwicklungsjahr k Reserve
jahr i 0 1 2 3 4 5

0 3483 0
1 3844 4046 202
2 3977 4393 4624 647
3 3880 4767 5266 5543 1663
4 4261 5848 7185 7937 8355 1094
5 1889 3441 4723 5802 6409 6746 4857
FEX(w) | 0,280 0,510 0,700 0,860 0,950 1,000

Summe 11463

Die ungewohnlich hohe Realisation des aktuellen Schadenstandes Sy 1 wirkt sich
extrem auf die Pridiktoren der nicht beobachtbaren Schadenstéande des Anfalljahres
4 und auf die Reserve aus.
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Die loss-development Pridiktoren konnen auch in der Form
SR F) = Sini + (Fe—Tn-i) SER(H)
dargestellt werden. Mit
&’ @) = SR @)
ergibt sich dann

SLD( )-— S1 n— I+( 771 1) (FY)

und mit,

erhalt man
§0(%) = 8% (3,8 (¥))
Daher stimmt das loss—development Verfahren beziiglich 4 mit dem Born-

huetter-Ferguson Verfahren beziiglich 4 und &P (5) iiberein.

Das chain-ladder Verfahren

Das chain ladder Verfahren beruht auf der Annahme, dass es einen Para-
metervektor

= (¢17'~'~(pn)
gibt mit
i AR
E[S; k-1]

fiir alle K € {1,....n} und fiir alle 7 € {0,1,...,n}. Dann ist ¢ ein Ab-
wicklungsmuster fiir Faktoren und fiir alle i,k € {0,1,...,n} mit s +k > n
gilt

E[Suk]:E[Si,nvvi] H 9]
l=n—1i+1

Die chain-ladder Pridiktoren der Schadenstinde S;  mit i+k > n sind durch
die chain ladder Schatzer

k
; SCL
Bop = By 4 H @i
l=n—i+1
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der erwarteten Schadenstinde E[S; ;] definiert, wobei

n—k o n—k ~
T, Z]':o Sik Sjk—-1 o
Ye = nk g = n—k g ik
ijo pk=1 " j=0 Zh:o Phik—1

der chain—ladder Foktor des Abwicklungsjahres k ist. Wir bezeichnen mit
S = (Sgl%)i,ke{o.l ..... n}, i+k>n
das Dreieck aller chain-ladder Pradiktoren.

14.3.3 Beispiel. Beim chain-ladder Verfahren werden aufgrund der Berechnung
der chain-ladder Faktoren alle beobachtbaren Schadenstinde verwendet:

Anfall- Abwicklungsjahr k Reserve
jahr i 0 1 2. .3 4 5

0 1001 1855 2423 2988 3335 3483 0
1 1113 2103 2774 3422 3844 4015 171
2 1265 2433 3233 3977 4454 4652 675
3 1490 2873 3880 4781 5354 5592 1712
4 1725 4261 5662 6976 7813 8160 3899
5 1889 3875 5148 6344 7105 7420 5531
P (w) 2,051 1,329 1,232 1,120 1,044

Summe 11988

Die ungewdhnlich hohe Realisation des aktuellen Schadenstandes Si; wirkt sich
extrem auf die Pradiktoren der nicht beobachtbaren Schadenstinde des Anfalljahres
4 aus und sie wirkt sich dariiber hinaus iiber den chain ladder Faktor ¢{" auch auf
die Pradiktoren der nicht beobachtbaren Schadenstiande des Anfalljahres 5 aus; dies
gilt auch fiir die Reserven.

Wegen
~CL - 1
T = H =CL
I=k+1 Fl

konnen die chain-ladder Pradiktoren auch in der Form

~ Si v - ’ S
CL __ ~CL LN—t ) ~CL ~CL Mi,n—1
Si,k —‘ ’Yk :)’\CL- - St.n—z + (’Yk _Wn-i) ’\(‘L_
n—t n—i

dargestellt werden und man erhélt
geL _ ’S\LD(%CL) . §BF(,7(7L &P (5CLY)

Daher stimmt das chain-ladder Verfahren mit dem loss-development Verfah-
ren beziiglich ¥°* und mit dem Bornhuetter Ferguson Verfahren beziiglich
ACY und &P (5¢") iiberein.
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Durch Veranderung der Gewichte in der Definition der chain-ladder Faktoren
erhilt man Varianten des chain—ladder Verfahrens, die wiederum Versionen
des loss—development Verfahrens und damit auch des Bornhuetter—Ferguson
Verfahrens sind.

Das Cape-Cod Verfahren

Das Cape—Cod Verfahren beruht auf der Annahme, dass es einen Parameter-
vektor

¥ = (Yo, Tiysss )

gibt mit

_ E[Sik]
W= g
E[‘Sv}n]
fir alle £ € {0,1,..., n} und fiir alle7 € {0,1,...,n}, und dass es einen Vektor

™ = (7-(-0‘,7[-]1“"71—71)

von bekannten VolumenmafBien der Anfalljahre sowie einen Parameter x gibt

mit
- E{Sm}

U

fir alle 7 € {0,1,...,n}. Dann ist «y ein Abwicklungsmuster fiir Quoten und
x ist die allen Anfalljahren gemeinsame Endschadenquote, und es gilt

E[Sz,/v] - E[Si.nfiJ =} (’Yk*’)'nf'i) T K

Fiir einen beliebigen Schitzer
O

o~

¥ = (0,715, Vn)
des Abwicklungsmusters fiir Quoten sind die Cape-Cod Prdadiktoren der
Schadenstiande S; ;. mit 7 + &k > n definiert als
S, 3) = Sini+ Gr—=Fn-0) 1 R(m,3)
wobei
E(‘C( Z;:O Sjn—j = $ T Yn—j Sjin—j

™) = S =

§=0Tj Yn—j s Zh:() Th Yn—h Tj Yn—j

ein Schiitzer der Endschadenquote  ist, der als Cape—Cod Endschadenquote
bezeichnet wird. Die Cape-Cod Pridiktoren sind invariant unter einer Ska-

lierung des VolumenmaBes 7 mit einem Faktor ¢ € (0,00). Wir bezeichnen
mit

S(‘(‘(ﬂ'ﬁ) = (Sf,f(ﬁv’?))i.ke{o,l‘,..‘n}. i+hk>n

das Dreieck aller Cape-Cod Pridiktoren.
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14.3.4 Beispiel. Beim Cape-Cod Verfahren mit externen Schitzern des Abwick-
lungsmusters werden nur die aktuellen Schadenstande verwendet.:

Anfall- Abwicklungsjahr & Reserve
jahr i 0 1 2 3 1 5 7 | mAE% (W)

0 3483 | 4025 1025 0
1 3844 4052 | 4456 4233 208
2 3977 4424 4672 | 5315 4571 695
3 3880 4775 5278 5557 | 5986 1190 1677
1 4261 5492 6529 7113 7437 | 6939 3539 3176
5 1889 3641 5089 6308 6994 7375 | 8158 2284 5486
X (w) ] 0,280 0,510 0,700 0,860 0,950 1,000

Summe 11242

Dabei ergibt sich fiir die Realisation der Cape-Cod Endschadenquote

., 3483 + 3844 + 3977 + 3880 + 4261 + 1889 .,
4025 + 4233 + 4571 + 4190 + 3539 + 2284

R (m,7) (@)
Die Auswirkung der ungewdhnlich hohen Realisation des aktuellen Schadenstandes
Si.1 auf die Pradiktoren der nicht beobachtbaren Schadenstande des Anfalljahres

4 ist gering, aber es bestehen iiber die Cape-Cod Endschadenquote Auswirkungen
auf die anderen Anfalljahre; entsprechendes gilt fiir die Reserven.

Mit
atC(w,9) := m RC(mr, 7)
konnen die Cape-Cod Priadiktoren auch in der Form
SE(m,3) = Sin—s + (Ge—n—s) &7 (, )
dargestellt werden und mit

a®(m,q) := (@§°(m,3),ay(m,3), . .,a, " (w, 7))
ergibt sich dann

§%C(m,3) = 8% (7,8 (m,7))

Daher stimmt das Cape-Cod Verfahren beziiglich # und 4 mit dem Born-
huetter-Ferguson Verfahren beziiglich 4 und & (mr,7) iiberein.

Durch Veranderung der Gewichte in der Definition der Cape Cod End-
schadenquote erhilt man Varianten des Cape-Cod Verfahrens, die wiederum
Versionen des Bornhuetter-Ferguson Verfahrens sind.
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Das additive Verfahren

Das additive Verfahren, das auch als Verfahren der anfalljahrunabhdngigen
Schadenquotenzuwichse bezeichnet wird, beruht auf der Annahme, dass es
einen Vektor

T = (7o, T1,- -, )
von bekannten Volumenmaflen der Anfalljahre und einen Parametervektor
¢(m) = (Co(m), Ca(m), ..., Cu(m))

gibt mit

Zz,kJ

U

() = E[
fiir alle k € {0,1,...,n} und fiir alle 7 € {0,1,...,n}. Dann ist {(7) ein Ab-

wicklungsmuster fiir Schadenquotenzuwichse und fiir alle 7,k € {0,1,...,n}
mit 7 + k > n gilt

k
E[Sik] = E[Sin—i] + ™ Z G(m)
l=n—1i+1
Die additiven Prddiktoren der Zuwéachse Z; . mit 7 + k > n sind definiert als
Z2P(m) := m GpP ()

und die additiven Pradiktoren der Schadenstdnde S, mit « + k > n sind
definiert als

k
SAP(7) = Bimi¥m Y, 4GPl

l=n—i+1
wobei
n—k
TAD(\ . 2j=0 Zik
<A7 (71') = V,nAk
2uj=0 T

der additive Schadenquotenzuwachs des Abwicklungsjahres k ist. Die additiven
Pradiktoren sind invariant unter einer Skalierung des Volumenmafles 7 mit
einem Faktor ¢ € (0,00). Wir bezeichnen mit

§AD(7T) == (gf‘;?(w))i,ke{o‘l ..... n}, i+k>n

das Dreieck aller additiven Pradiktoren.
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14.3.5 Beispiel. Beim additiven Verfahren werden aufgrund der Berechnung der
additiven Schadenquotenzuwéchse alle beobachtbaren Schadenstiande verwendet.
AuBerdem ist anstelle des Abwicklungsdreiecks fiir Schadensténde

Anfall- Abwicklungsjahr k

jahr ¢ 0 1 2 3 4 5
0 1001 1855 2423 2988 3335 3483
1 1113 2103 2774 3422 3844

2 1265 2433 3233 3977

3 1490 2873 3880

4 1725 4261

5 1889

das Abwicklungsdreieck fiir Zuwéchse zu verwenden:

Anfall- Abwicklungsjahr k

jahr ¢ 0 1 2 3 4 5 T
0 1001 854 568 565 347 148 | 4025
1 1113 990 671 648 422 164 | 4456
2 1265 1168 800 744 482 195 | 5315
3 1490 1383 1007 849 543 220 | 5986
4 1725 2536 1068 984 629 255 | 6939
5 1889 2116 1256 1157 740 300 | 8158
Eﬁ (m)(w) | 0,243 0,259 0,154 0,142 0,091 0,037

Aus den additiven Pradiktoren der Zuwiéchse ergeben sich nun durch Summation
die additiven Préadiktoren der Schadensténde:

Anfall- Abwicklungsjahr k Reserve
jahr i 0 1 2 3 4 5

0 3483 0
1 3844 4008 164
2 3977 4459 4654 677
3 3880 4729 5272 5492 1612
4 4261 5329 6313 6942 7197 2936
5 1889 4005 5261 6418 7158 7458 5569
Summe 10958

Die Auswirkung der ungewdhnlich hohen Realisation des aktuellen Schadenstandes
Sy auf die Pradiktoren der nicht beobachtbaren Schadenstdnde des Anfalljahres
4 ist gering, aber es besteht iiber den additiven Schadenquotenzuwachs A{m(ﬂ')
eine Auswirkung auf die Priadiktoren der nicht beobachtbaren Schadenstinde des
Anfalljahres 5; entsprechendes gilt fiir die Reserven.
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Wegen

0 = Ziza &)

konnen die additiven Pradiktoren mit
AAD 2 : AD
a; = T Cl (71'

in der Form
GAD . ~AD ~AD ~AD
61}»‘ (7!') - b7,n~i + (71\ ( ) Tn— 7( ))al (ﬂ-)
dargestellt werden, und mit

AP(m) = (3P (), AL (), ..., AP ()
&P (m) = (@ (m), a1 " (m), ..., @x" (m))

erhilt man

SAP () = 8PF(FAP (), &P ()
Daher stimmt das additive Verfahren beziiglich 7= mit dem Bornhuetter-
Ferguson Verfahren beziiglich 4P (7) und a*P () iiberein. Dariiber hinaus
gilt das folgende Lemma:
14.3.6 Lemma. Fs gilt

&P (m) = & (m, 370 ()

Beweis. Aus den Definitionen von EAD(W) und AP () ergibt sich

<Z ElAD( ) (Z Ty /n 7 7!')) Zﬂ']'}/ W)ZCAD(W)
1=0

Il
5
<
L
T
=}
2,

I
&
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n n—j

- ZZZM

j=0 1=0
n
= E Sjn—j
=0
und daraus folgt

ail(m) =m Y P(w)

 Yj=0Sim—j
I Z;L—o Ty %P,(W)
m; ROC(m, 74P ()

ag < (m, 7 ()

Damit ist das Lemma gezeigt. O

Aus dem Lemma ergibt sich nun

SAD () = SBF(FAP (e > s >>
= SPF(FAP (), a%C (w, 74P (m)))
(

))

Daher stimmt das additive Verfahren beziiglich 7w auch mit dem Cape-Cod
Verfahren beziiglich 7 und 4P () iiberein.

_S(‘C‘< ’\AD

Durch Veranderung der Gewichte in der Definition der additiven Schaden-
quotenzuwichse erhilt man Varianten des additiven Verfahrens, die wiederum
Versionen des Bornhuetter-Ferguson Verfahrens sind.

Aufgaben

14.3.A Berechnen Sie in den Beispielen 14.3.1, 14.3.2 und 14.3.4 die Realisationen
der nicht beobachtbaren Schadenstande fiir den Fall, dass die externen
Schatzer der Quoten durch die chain-ladder Quoten bzw. die additiven
Quoten ersetzt werden. Vergleichen Sie die Ergebnisse.

14.3.B Iteriertes Bornhuetter—Ferguson Verfahren: Das Bornhuetter Fergu-
son Verfahren lasst sich wie folgt iterieren: fiir alle m € Ny sei

g(m) . Sin—i + (:Y\k“‘:\/\n—z) a; falls m =0
L Sin—i + (Vk—Fn-i) S sonst

/N

Dann gilt
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8w =(1- (17%_1)’”) i W
Insbesondere gilt im Fall 0 < 7,,—; < 1
s 57 = 52
und die Konvergenz ist monoton.

14.3.C Cape—Cod Verfahren: Fiir alle 7 € {0,1,...,n} sei

) ~ ~CC ~
Tin—i = Yn—imik = (7,7)
4\'z.nfz = Si.n,fi - rI’i,n,fi

Dann gilt fiir alle 7,k € {0,1,...,n} mit i+ k >n
SR (m7) = TR A) + Xin—si

Interpretieren Sie dieses Ergebnis.

14.4 Vergleich

Die folgende Tabelle vergleicht die Basisverfahren als Versionen des (erweiter-
ten) Bornhuetter Ferguson Verfahrens beziiglich des verwendeten Schétzers 4
des Abwicklungsmusters fiir Quoten und des verwendeten a-priori Schétzers
a der erwarteten Endschadenstiande:

a—priori erwartete Quoten
Endschadenstinde FEX FCL '?AD(ﬂ')
alx Bornhuetter-Ferguson
Verfahren (extern)
a’(®) loss—development chain—ladder
Verfahren (extern) Verfahren
a“(m,7) Cape-Cod additives
Verfahren (extern) Verfahren

Die Tabelle ist in dem Sinne zu verstehen, dass die Schitzer des Abwicklungs-
musters fiir Quoten auch bei der Spezifizierung der a—priori Schitzer der er-
warteten Endschadenstinde verwendet werden. Beispielsweise ist
das chain-ladder Verfahren das Bornhuetter-Ferguson Verfahren beziig-
lich der Schitzer 4" und &P ("), und
~ das additive Verfahren das Bornhuetter-Ferguson Verfahren beziiglich
der Schiitzer ¥2P und a®C(w,54P).
Die hier betrachteten Schiitzer fiir das Abwicklungsmuster sind Beispiele fiir
die Verwendung externer, interner, oder gemischter Information.

Neben dem systematischen Vergleich der Basisverfahren zeigt die Tabelle die
Maoglichkeit, durch andere Kombinationen von Schitzern weitere Versionen
des Bornhuetter—Ferguson Verfahrens zu gewinnen.
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Alle Versionen des Bornhuetter—Ferguson Verfahrens besitzen dieselbe formale

Struktur und kénnen daher als eine Familie von Verfahren aufgefasst werden.

Sie unterscheiden sich nur

— in der Art der verwendeten Information und

~ in der Art, wie diese Information in die Schatzer des Abwicklungsmusters
und in die a-priori Schiitzer der erwarteten Endschadenstande einfliefit.

Es liegt daher nahe, fiir ein gegebenes Abwicklungsdreieck

— mehrere Versionen des Bornhuetter—Ferguson Verfahrens anzuwenden,

— die so erhaltenen Pridiktoren zu vergleichen, und

~  schlieBlich eine Auswahl unter den Pradiktoren zu treffen.

Dieses Bornhuetter—Ferquson Prinzip lasst sich im Grunde genommen auch

als ein eigenstindiges Verfahren der Schadenreservierung verstehen, das eine

vorzeitige Festlegung auf ein spezielles Verfahren vermeidet und bei jeder ein-

zelnen Anwendung an die Verfiigbarkeit und Glaubwiirdigkeit verschiedener

Quellen der Information angepasst werden kann.

Das folgende Beispiel veranschaulicht die Anwendung des Bornhuetter Fer-
guson Prinzips:

14.4.1 Beispiel. Die folgende Tabelle enthalt
die Realisation eines Abwicklungsdreiecks fiir Schadenstinde S; .,
Volumenmafe m; der Anfalljahre,

~  Realisationen der a—priori Schiitzer aF* der erwarteten Endschadenstinde, und
Realisationen der Schitzer 75~ der Quoten,

wobei alle aF* und AF* auf externer Information beruhen:

Anfall- Abwicklungsjahr k

jahr i 0 1 2 3 4 5 7 | ab*(w)
0 1001 1855 2423 2988 3335 3483 | 4025 3517
1 1113 2103 2774 3422 3844 4456 3981
2 1265 2433 3233 3977 5315 4598
3 1490 2873 3880 5986 5658
4 1725 4261 6939 6214
5 1889 8158 6325
FEX (w) 0,280 0,510 0,700 0,860 0,950 1,000

Die folgende Tabelle zeigt die Realisationen der Schatzer der Quoten, die in den
verschiedenen Versionen des Bornhuetter-Ferguson Verfahrens verwendet werden:

Quote Abwicklungsjahr k

0 1 2 3 4 5
FEX (w) 0,280 0,510 0,700 0,860 0,950 1,000
A (W) 0,255 0,522 0,694 0,855 0,958 1,000

AP () (w) | 0,263 0,543 0,709 0,862 0,960 1,000
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Die folgende Tabelle zeigt fiir die hier betrachteten Versionen des Bornhuetter—
Ferguson Verfahrens die Realisationen der a—priori Schatzer der erwarteten End-
schadenstiande:

a—priori erwarteter | Quoten Anfalljahr ¢

Endschadenstand 0 1 2 3 4 5
V1l | aP*(w) ~EX 3517 3981 4598 5658 6214 6325
V12 | aPX(w) FCr 3517 3981 4598 5658 6214 6325
V13 | aF¥(w) AAP () | 3517 3981 4598 5658 6214 6325
V21 | P (%) (w) FEX 3483 4046 4624 5543 8355 6746
v22 | aFP (1) (w) 5oL 3483 4015 4652 5592 8160 7420
V23 | P (FAP (7)) (w) AP () | 3483 4003 4612 5471 7850 7191
V31 | afc (m, 5% (w) FEX 3759 4162 4964 5591 6481 7619
V32 | afC(m, 7% (w) L 3785 4190 4998 5628 6524 7671
V33 | al%(m, 3P (7)) (w) AAP(mw) | 3727 4126 4921 5542 6425 7553

Aufgrund der ungewohnlich hohen Realisation des Schadenstandes Sy 1 ist bei den
drei Versionen des loss-development Verfahrens auch die Realisation des a—priori
Schiitzers des erwarteten Endschadenstandes des Anfalljahres 4 ungewohnlich hoch.
Die folgende Tabelle zeigt die Realisationen der Reserven

5

Rie) () i= Z(gfrf—iﬂ(aﬁ) - Sz-z)

i=1
fiir das erste nicht beobachtbare Kalenderjahr und der Gesamtreserven

5

R™ (a,v) = Z(gfé’(aﬂ) = Sz:s—z)

=1

fiir die verschiedenen Versionen des Bornhuetter—-Ferguson Verfahrens:

a—priori erwartete | Quoten | Reserve fiir Gesamt-
Endschadenstinde Kalenderjahr 6 | reserve
V11 | a™ FBX 4154 10139
vi2 | a®X L 4312 10252
Vi3 | a®* AP (1) 4281 9941
V21 | a"P(H"X) FEX 4644 11463
v22 | atP (7 ~Ct 4935 11988
V23 | a*P (4P () AP (7) 4769 11276
V31 | a““(w,3%%) e 4533 11242
V32 | aC(m, 7" At 4770 11461
V33 | a“C(mw, 74P () AP (1) 4679 10958
Minimum 4154 9941
Maximum 4935 11988
Minimum / Maximum 84% 83%
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Das folgende Diagramm stellt diese Paare von Reserven dar:

5000 - & V11 (BF)
© A
» o V12
S 4800
= A0 OV13
2 5 A V21 (LD)
£ 4600 - 4
~ [ ] A V22 (CL)
5
4400 1 ava3
>
= 5 m V31 (CC)
e 4200 . V32

O V33 (AD)
4000 : - r -
9000 10000 11000 12000 13000
Gesamtreserve

Das Diagramm deutet auf eine starke positive Korrelation zwischen der Reserve fiir
das erste nicht beobachtbare Kalenderjahr 6 und der Gesamtreserve hin. Dariiber
hinaus ergeben sich die folgenden Beobachtungen:

—  Beide Reserven sind niedrig fiir die Versionen V11, V12, V13, die externe a—
priori Schitzer der erwarteten Endschadenstdande verwenden.

Die Reserve fiir Kalenderjahr 6 ist relativ niedrig fiir die Versionen V11, V21,
V31, die externe Schatzer der Quoten verwenden.

Beide Reserven sind relativ hoch fiir die Versionen V12, V22, V32, die die
chain-ladder Quoten verwenden; die Ursache hierfiir ist die ungewshnlich hohe
Realisation des Schadenstandes Sy .

—  Beide Reserven sind hoch fiir die Version V22 (chain-ladder Verfahren).

Allgemein besteht eine hohe Volatilitit zwischen den Paaren von Reserven, die sich

aus den verschiedenen Versionen des Bornhuetter-Ferguson Verfahrens ergeben.

An dieser Stelle ist eine aktuarielle Beurteilung der den Reserven zugrundeliegen-

den Prédiktoren erforderlich, um zu einer Wahl von Pradiktoren zu gelangen, die

verlassliche Reserven liefern.
Wenn die Daten des Abwicklungsdreiecks als zuverlidssig beurteilt werden,
koénnten die Priadiktoren, die auf externen a—priori Schitzern der Endschaden-
stande beruhen und zu niedrigen Reserven fiihren, ausgeschlossen werden.
Wenn die Daten des Abwicklungsdreiecks als zuverlissig beurteilt werden,
koénnten auch die die Pradiktoren, die auf externen Schiitzern der Quoten be-
ruhen und zu relativ niedrigen Reserven fiihren, ausgeschlossen werden.

—~  Da die chain-ladder Reserven extrem hoch ausfallen, kénnten die chain-ladder
Pradiktoren ebenfalls ausgeschlossen werden, wenn man davon ausgehen kann,
dass die ungewohnlich hohe Realisation des Schadenstandes Sy1 ein Ausreilier
ist und nicht auf eine Besonderheit des Anfalljahres 4 hindeutet.

Die verbleibenden Paare von Reserven weisen eine sehr geringe Volatilitéit auf: Bei

der Reserve fiir das erste nicht beobachtbare Kalenderjahr 6 liegt das Minimum bei

98% des Maximums, und bei der Gesamtreserve liegt das Minimum bei 96% des

Maximums. Diese Paare von Reserven konnten als verlisslich eingeschétzt werden.
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5000 -
A V23
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o

4000 T T T \

9000 10000 11000 12000 13000
Gesamtreserve

Es bleibt das Problem, unter den verbleibenden Pradiktoren eine Wahl zu treffen.
Wenn beispielsweise besonders sichere Reserven gewiinscht werden, konnte man die
Priadiktoren der Version V32 (Cape-Cod Verfahren mit chain-ladder Quoten) aus-
wiahlen.

Das Bornhuetter-Ferguson Prinzip kann, neben der Bestimmung verléasslicher
Pradiktoren und Reserven, auch dazu verwendet werden, ein Abwicklungs-
dreieck und damit einen Bestand von Risiken zu analysieren. Wir erwihnen
hier nur zwei Moglichkeiten einer derartigen Analyse:
Wenn die Pridiktoren, die auf externen Schéitzern der Quoten auf der
Grundlage einer Marktstatistik beruhen, von den anderen Pradiktoren
deutlich abweichen, liegt die Vermutung nahe, dass der Bestand eine an-
dere Struktur aufweist als der Bestand des gesamten Marktes.
Wenn die Pradiktoren, die auf Pramien als Volumenmaf beruhen, von
den anderen Pridiktoren deutlich abweichen, liegt die Vermutung nahe,
dass die Tarifierung nicht angemessen war.

14.5 Bemerkungen

Neben den in diesem Kapitel behandelten Basisverfahren kénnen auch ande-
re Verfahren der Schadenreservierung als Versionen des (erweiterten) Born-
huetter Ferguson Verfahrens dargestellt werden; vgl. Schmidt und Zocher
[2008].

Die Grundlage fiir die Entwicklung des Bornhuetter—Ferguson Prinzips wurde
in Radtke und Schmidt [2004] gelegt, indem die Basisverfahren in einheitli-
cher Notation dargestellt und als Versionen des (erweiterten) Bornhuetter—
Ferguson Verfahrens interpretiert wurden; vgl. Schmidt [2006a] und Stienen
et al. [2008]. In umfassender Form wurde das Bornhuetter—Ferguson Prinzip
in Schmidt und Zocher [2008] dargestellt.
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In den letzten Jahren wurden auch multivariate Erweiterungen des chain-
ladder Verfahrens und des additiven Verfahrens entwickelt, die Korrelationen
zwischen den Teilbestdnden eines Gesamtbestandes beriicksichtigen; vgl.
Braun [2004], Prohl und Schmidt [2005], Hess, Schmidt und Zocher [2006]
sowie Schmidt [2006b)].

Ausgangspunkt fiir die Entwicklung multivariater Verfahren der Schaden-
reservierung ist die Arbeit von Quarg und Mack [2004] iiber das paid & incur-
red Problem, das darin besteht, dass die Priadiktoren der Endschadenstinde,
die auf der Basis von Schadenzahlungen bzw. auf der Basis von Schadenauf-
wanden gewonnen werden, im allgemeinen nicht iibereinstimmen; vgl. Halli-
well [1997] sowie Kloberdanz und Schmidt [2009].

Fiir weitere Aspekte der Schadenreservierung verweisen wir auf Mack [1997],
Taylor [2000], Radtke und Schmidt [2004] sowie Wiithrich und Merz [2008].

Die Schadenreservierung stellt ein besonders vielschichtiges Problem der
Versicherungswissenschaft dar, bei dem nicht nur mathematische, sondern
vor allem auch rechtliche Aspekte zu beriicksichtigen sind. Eine Darstellung
der nichtmathematischen Aspekte am Beispiel der Haftpflichtversicherung, die
sich durch eine besonders lange Abwicklungsdauer auszeichnet, findet man bei
Schmidt-Salzer [1984].



